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A rigidez equivalente das lajes nervuradas de concreto armado

Effective stiffness of reinforced concrete waffle slabs
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RESUMO: Neste trabalho apresentam-se trés métodos para a determinacdo da rigidez equivalente das
lajes nervuradas de concreto armado. Um método teoricamente consistente é baseado na igualdade da
energia de deformacdo da laje nervurada e da laje macica equivalente. Esse método requer um
procedimento numerico para a obtencdo da rigidez equivalente. A validade do método € comprovada por
comparacdo com resultados experimentais disponiveis. O método numérico é empregado para a
verificacdo de dois procedimentos simplificados.

ABSTRACT: Three methods to obtain the equivalent stiffness of reinforced concrete waffle slabs are
presented in this work. A consistent theoretical method is based on the equality of the strain energy of both
waffle and equivalent solid slabs. This method requests a numerical procedure to obtain the equivalent
stiffness. The validity of the method is demonstrated through comparison with experimental results. The

numerical method is used to verify two simplified procedures.

1. INTRODUCAO

Em artigo anterior [1], foi mostrado que as lajes
nervuradas de concreto armado podem ser
calculadas como se elas fossem macigas. Para isto,
as normas de projeto [2,3,4] apresentam algumas
exigéncias quanto as dimensdes das nervuras, ao
espacamento entre 0s eixos das nervuras e quanto
a espessura da mesa.

Uma vez atendidas as restricdes impostas nas
normas de projeto, basta determinar uma espessura
equivalente e fazer o célculo como laje macica,
empregando-se a teoria de placas [5].

Conforme foi mostrado anteriormente [1], a
espessura equivalente pode ser determinada a
partir de resultados experimentais. Para isto, é
necessario conhecer a flecha W,,,, determinada

nos ensaios para um dado carregamento, e a flecha
W;, calculada para uma laje macica de espessura
unitaria submetida ao mesmo carregamento. A
espessura equivalente, h,, é dada por

3
he = [V‘V’Vl J (1)
exp

Na determinacdo da espessura equivalente
através da equacédo (1), deve-se considerar apenas
0 estadio I, para eliminar os efeitos da ndo-
linearidade fisica decorrentes da fissuracdo do
concreto. Esses efeitos devem ser incluidos na
analise da laje macica equivalente e ndo na
determinacdo da espessura equivalente da laje
nervurada. Por isso, a flecha experimental W,

deve corresponder a um nivel de carregamento
baixo.

O objetivo deste trabalho é discutir algumas
formas de se determinar a espessura equivalente
das lajes nervuradas bidirecionas (armadas em
duas direcdes). Inicialmente, apresenta-se um
método baseado na equivaléncia da energia de
deformacdo. Esse método requer a realizacdo de
integracdo numérica sobre o dominio da laje, ndo
sendo pratico para o emprego na fase de projeto.
Entretanto, esse método é tomado como referéncia
para a verificacdo de dois métodos simplificados
que podem ser usados no projeto estrutural.
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2. EQUIVALENCIA DA ENERGIA DE
DEFORMAGAO DA LAJE

Uma estrutura que apresenta uma variacdo
periddica em sua rigidez pode ser substituida por
uma estrutura homogénea equivalente com
comportamento global idéntico. Esse conceito de
homogeneizacdo tem sido aplicado para resolver
diversos problemas estruturais, onde a geometria
da estrutura varia periodicamente [6,7,8,9]. As
lajes nervuradas sd@o exemplos tipicos de estruturas
cuja rigidez varia de maneira periodica no dominio
espacial. Portanto, pode-se empregar alguma
técnica de homogeneizacdo para determinar sua
rigidez equivalente.

Uma maneira de se efetuar a homogeneizacéo
consiste em igualar a energia de deformacdo da
estrutura real com a energia de deformacdo da
estrutura equivalente. Esse método tem sido
utilizado por diversos autores e €& considerado,
neste trabalho, como o método de referéncia.

Na fig. 1 apresenta-se uma laje retangular de

vaos I, e 1, segundo as direcées x e vy,
respectivamente. A carga p(X, y) é perpendicular

ao plano da laje.

Y A

r

Carga: p(x.y)

x ¥V

X

Fig. 1 — Laje retangular

De um modo geral, um elemento de laje esta
submetido aos momentos fletores M, e My, ao

momento torcor, M e aos esforcos de

Xy !
membrana N,, N, e N,,, ambos por unidade de
comprimento. A principal contribuicdo para a
energia de deformacdo da laje decorre dos
momentos M,, M, e M, . Além disso, se a laje

estiver livre para se deslocar no plano horizontal,
os esforcos de membrana serdo nulos. Desse
modo, pode-se desprezar a contribuicdo dos
esforcos de membrana no calculo da energia de
deformacéo da laje.

As curvaturas sao definidas por

_82W_ azw_ 02w

YT Y T ey
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Ky =

onde w=w(x,y) representa os deslocamentos
transversais do plano medio da laje.

Os momentos sdo relacionados com as
curvaturas na forma

M, = —D(X, y)(/cx + VKy) (3)

M y = —D(X, y)(lcy + VKX) 4

My, ==D(X, y 1 -v )iy, (5)

onde D(x,y) é a rigidez da laje em um ponto
genérico de coordenadas (x,y) e v é o coeficiente

de Poisson.
A energia de deformacdo U ¢ dada por [10]

U =% D(x, y)w(x, y)dxdy (6)

O — X
o —

onde

w(x,y)= KE o+ K)z, +2viy Ky + 2(1- V)Kfy (7)

A laje macica equivalente possui uma rigidez

constante D, e sua energia de deformagdo é

1
U =>De [ [wlxy)dxdy (8)

o —
o —

Igualando as expressdes (6) e (8), obtém-se a
rigidez equivalente da laje nervurada

IJX Ify D(x, y)y(x, y)dxdy

_ 00
De == ly )

g (IJ!//(X' y)dxdy
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A rigidez equivalente pode ser escrita na forma
De =Egsle (10)

onde E e 0 modulo secante do concretoe I, € a
inércia equivalente (1, = D, quando E =1).

Em termos da espessura equivalente hg 4,
pode-se escrever

Ecshe cal
D (11)
© 12h-12)

de onde resulta

he,cal = [:I-Z(l_vz)le]l/g (12)

A equacéo (9) é resolvida com o procedimento
descrito na secdo seguinte.

3. INTEGRAGAO NUMERICA PARA
OBTENCAO DA RIGIDEZ EQUIVALENTE

Para a obtencdo da rigidez equivalente dada na
equacdo (9), € necessario conhecer a funcao
w(x,y), a qual depende das curvaturas da laje.
Entdo, é necessario conhecer a expressdo de
w(x, y) em cada caso particular.

Para uma laje retangular simplesmente apoiada
nos quatro lados, como indicada na fig. 1, a
solucdo pode ser expandida na série de Fourier

Wi, yY)= 3 S Wopsen Tsen 1Y (13)
m=1 n=1 Ix Iy

onde W,,, séo coeficientes que dependem da

carga.

A expressdo (13) representa a solucdo de
Navier para as placas retangulares simplesmente
apoiadas no contorno [5].

Substituindo (13) na equacdo (2), obtém-se as
curvaturas

2
=y ZWmn(Mj sen X sen Y (14)
m=1 n=1 Ix Ix Iy

= io: iwmn

m=1 n=1

2
[n—”] sen m”Xsenn—7Zy (15)
ly Iy ly

Kyy == 2 2Wmn (MJ(n—ﬁJ cos 7% cos 1Y

m=1 n=1 Ix Iy X y
(16)

Se a carga for uniformemente distribuida,
obtém-se os coeficientes [10]

(17)

com m,n=135....

Desse modo, pode-se calcular a fungio w(x, y)
com o emprego da equacdo (7).

A rigidez D(x,y) da laje nervurada é obtida
com o auxilio da fig. 2.

Fig. 2 — Secdo transversal da laje nervurada

A rigidez da laje na regido das nervuras, Dy, e
a rigidez na regido da mesa, D, , sdo dadas por

12‘1 1% ) a8

e D, <D(x,y)<Djy.

Neste trabalho, admite-se que as nervuras das
duas direcbes possuem a mesma altura h.
Entretanto, a largura b e o0 espagamento
S =I, +b entre os eixos das nervuras pode variar
de uma direcdo para a outra. As nervuras Sao
dispostas segundo as direces x e y.

Na fig. 3, apresenta-se a disposicdo das
nervuras segundo as duas dire¢Ges em planta.
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Fig. 3 — Posicionamento das nervuras da laje

As coordenadas dos eixos das nervuras da
direcdo y sdo dadas por

X == +(i-1)S, ; i=1,...,nx (19)

onde b, éalargura, S, é a distancia entre eixos e

nx é o numero de nervuras.
Analogamente, as coordenadas dos eixos das
nervuras da dire¢do x séo dadas por

b, .
Vi :%+(J—1)sy; j=1..ny (20)

Assim, os vaos da laje podem ser relacionados
com as dimensdes e com 0 nimero de nervuras
através das expressoes

e =(x-1)S, +b, ; 1, =(ny-1)S, +b, (21)

A rigidez da laje nervurada pode ser escrita na
forma

D(x,y)=Dyif(x,y)+Da[L- f(x,y)]  (22)
onde a funcdo f(x,y) é dada por

f(x,y)=1, se
Xi —b—xé X < X +b—x, i=1..,nx
2 2

e/ou

f(x,y)=0, paraoutros valoresde x e y.  (23)

Uma vez definidos todos os termos presentes na
equacdo (9), pode-se realizar uma integracao
numérica para avaliar a rigidez equivalente da laje
nervurada. Isto é feito discretizando-se a superficie
da laje em pequenos retangulos, como indicado na
fig. 4.
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Fig. 4 — Discretizacdo da laje em retangulos

A discretizacdo é tal que
Ix y
AX=——; Ay =—— (24)

onde ndx e ndy sdo o nimero de divisGes da laje
segundo as direcdes x e y, respectivamente.

Desse modo, um ponto genérico da malha tem
coordenadas

XI%-F(i—l)AX; i =1,...,ndx (25)

A . .
y :7y+(1 ~1)Ay; j=1,..,ndy (26)

Finalmente, pode-se escrever a equagéo (9) na
forma



Teoria e Pratica na Engenharia Civil, n.8, p.1-9, Abril, 2006 5

ndx ndy

Y, 2 D(xyp(xy)
i=1l j=1
ndx ndy

> Y wlxy)

i=1 j=1

D, = (27)

A validacdo do método numeérico é apresentada
na secao seguinte.

4. VALIDACAO DO METODO NUMERICO

Estudos numéricos realizados com o
procedimento descrito anteriormente indicaram
que basta empregar 5 termos em cada uma das
séries de Fourier [equacles (14), (15) e (16)].
Quanto a discretizacdo da laje, basta adotar
Ax=b, e Ay =b,.

Entretanto, para que a homogeneizacdo seja
satisfatoria, € necessario considerar um ndmero
minimo de nervuras. Este fato é mostrado no
seguinte exemplo:

- largura das nervuras: b, =b, =5cm

- distancia entre eixos: S, =S, =55cm
- espessura da mesa: hy =5cm

- espessura total da laje: h =25cm

O numero de nervuras € 0 mesmo nas duas
direcbes, ou seja, ny =n,. Logo, a laje sera
quadrada, com os véos I, =1, obtidos atraves da
equacdo (21), em funcdo do numero de nervuras de
cada direcao.

Na fig. 5, apresenta-se a variacdo da inércia
equivalente |, [equagdo (10)] em fungdo do
namero de nervuras.

Como se observa, a inércia equivalente (igual a
rigidez equivalente D, para E unitario) depende

muito do numero de nervuras. Aumentando o
nimero de nervuras, ocorre uma reducdo da
rigidez equivalente. Entretanto, ao passar de 10
para 40 nervuras em cada diregdo, a inércia
equivalente sofre uma reducdo de apenas 5%.
Desse modo, pode-se considerar que um ndmero
minimo de 10 nervuras em cada direcdo seja
suficiente para uma avaliacdo precisa da rigidez
equivalente.

320 —

280 —

variagao de 5%

240 —

Inércia equivalente le (cm4/cm)

200 T T I T I T I
0 10 20 30 40
NGmero de nervuras nx=ny

Fig. 5 — Variacdo da inércia equivalente com o
ndmero de nervuras

Para mostrar a validade do procedimento
numeérico, sdo analisadas seis lajes nervuradas que
foram ensaiadas por Abdul-Wahab e Khalil[11]. A
determinacdo da espessura equivalente, com base
nos resultados experimentais, é feita com o
emprego da equagdo (1). O valor tedrico da
espessura equivalente é obtido com a equacao
(12).

Na tabela 1 apresentam-se os valores da
espessura equivalente h,, determinados com base

nos resultados experimentais, e as espessuras
equivalentes tedricas hg ., , oObtidas com a

igualdade da energia de deformacao

Tabela 1 — Espessuras equivalentes experimental
(he ) e teorica (hg ¢4 )

Laje he (€M) | Ngcay (M) | N ca /he
S1 9.47 8,02 0,87
S2 7,23 7,67 1,06
s3 724 715 0,99
S4 6,31 6,82 1,08
S5 1038 | 10,55 1,02
S6 5,07 5,07 1,00

Média 1,003

Conforme se observa na tabela 1, hd uma
excelente concordancia entre a espessura
equivalente calculada através da equacao (12) e o
valor determinado experimentalmente. Esses
resultados servem para validar a formulacéo
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descrita anteriormente e indica que as lajes
nervuradas podem ser analisadas como lajes
macicas com uma espessura equivalente.

5. METODOS SIMPLIFICADOS PARA
DETERMINACAO DA ESPESSURA
EQUIVALENTE

O método descrito anteriormente, apesar de sua
consisténcia teorica, tem o inconveniente da
necessidade de realizacdo de integracdo numeérica
para o célculo da rigidez equivalente.

Para evitar esse inconveniente, pode-se
empregar um dos dois métodos simplificados
apresentados a seguir.

A) Primeiro método simplificado

Se a laje estiver submetida a um estado de
curvatura constante, a fungio (x,y) é constante,
como se verifica na equacdo (7). Entdo, a equacao
(9) toma a forma

D(x, y) dxdy

D, = (28)

I, 1,

O
o

Neste caso, a rigidez equivalente é igual a
rigidez média da laje.
Resolvendo a equacdo (28), chega-se a

De =(1-¢)D; +¢D, (29)
onde
:(Sx_bx)(sy_by) (30)
S4Sy

Considerando a equacdo (18), obtém-se a
espessura equivalente
I

he,cal = [(l_g)hs + gh? (31)

B) Segundo método simplificado

No procedimento usual de projeto [12], a laje
nervurada é calculada como se fosse uma laje
macica com espessura equivalente h, ., dada por

13
121
he,cal = (?] (32)

onde | é o momento de inércia em relacdo ao
centrdide da se¢do T indicada na fig. 6.

S

le. N|

N 7

I 1h]

o AT h
centroéide da
secao T

b

Fig. 6 — Secdo T empregada no célculo usual

O calculo e feito conforme apresentado na
referéncia [12].
Substituindo h, ¢ na equagdo (11), obtém-se a

rigidez equivalente D, .

6. RESULTADOS

A seguir apresentam-se o0s resultados onde séo
comparados os valores da inércia equivalente I,
determinada com os trés metodos descritos. A

seguinte convencdo é adotada para identificar cada
método:

- Equivaléncia da energia: método numérico.
Inércia equivalente |, obtida a partir da equacéo
(9), por integragdo numérica.

- Rigidez _média: primeiro metodo aproximado.
Inércia equivalente 1., obtida a partir da equagéo
(29).

- Calculo usual: segundo método simplificado.
Inércia equivalente 1.3 obtida a partir da equacéo

(32).

Em todos os casos, considera-se b, =b, e
Sx =Sy, ou seja, a laje é quadrada e com nervuras

idénticas nas duas direcdes.

Na fig. 7, apresenta-se a variacdo da inércia
equivalente, obtida com os trés métodos, em
funcdo da espessura da mesa. Para a elaboracédo
dessa figura, foram fixadas as seguintes dimensoes
da laje nervurada: b=5cm; |, =50cm
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(= S=55cm); h=25cm. A espessura da mesa
foi incrementada a partir do valor h; =1cm.

Quando hy =25cm, a laje nervurada se

transforma em uma laje macica.
1400 —

1200 —

— Equivaléncia da energia
1000 —
i — Rigidez média

800 — —— Caélculo usual

600 —

400 —

Inércia equivalente le (cm4/cm)

200 —

0 T I T I T I T I T I
0 5 10 15 20 25
Espessura da mesa hf (cm)

Fig. 7 — Inércias equivalentes em funcéo da
espessura da mesa hf

Conforme se observa, os trés métodos fornecem
valores muito préximos para a rigidez equivalente.
A rigidez média se aproxima bastante da rigidez
obtida através da equivaléncia da energia de
deformacéo.

Na fig. 8, apresentam-se as relacBes entre as
inércias equivalentes, considerando 0s mesmos
dados anteriores, ou seja: b=5cm; |, =50cm

(= S=55cm); h=25cm.

1.2 4
0
}B -
i lel/le3
£ 11
>
o
(]
a ) lel/le2
o
2 10
(2]
©
© ]
<
[¢}]
o 09
AT
& lel: Equivaléncia da energia
[<) -
4

le2 : Rigidez média  le3 : Célculo usual
BT T T T 1
0 5 10 15 20 25

Espessura da mesa hf (cm)
Fig. 8 — Relaces entre as inercias equivalentes
(variacéo de hf)

Conforme se observa, o célculo usual pode
fornecer uma inércia equivalente, 1,3, maior que

aquela obtida através da igualdade da energia de
deformacéo (relagdo 14 /1.3 <1). Neste caso, o

calculo usual fica contrario a seguranca (pois a
flecha calculada por esse método sera menor que a
flecha real da laje), apesar de o erro méaximo ser da
ordem de 10%.

Por outro lado, a relagdo 1o /l., € sempre

maior que 1, o que indica que o célculo com a
inércia média, 1g,, fica a favor da seguranca (a
flecha calculada por esse método serd maior que a
flecha real da laje). Além disso, 0 erro maximo e
da ordem de 8%.

Na fig. 9, apresentam-se as variacGes das
inércias equivalentes com a distancia S entre 0s
eixos das nervuras. Nessa figura, foram fixadas as
dimensdes: b =5cm; h; =5cm; h=25cm.

1.2 4
lel : Equivaléncia da energia

(%]
% 4 \ le2: Rigidez média le3: Célculo usual
Q
©
= 11+
5 lel/le2
o
(]
* i
«©
o
2 10
(2]
[}
© i
c
[¢}]
o 09—
AT
O
©
[<5) -
a4 lel/le3

08 T I T I T I T T I T I T I T I T I T I

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Distancia entre eixos das nervuras S (cm)

Fig. 9 — Relaces entre as inéercias equivalentes
(variacdo de S)

Conforme se observa na fig. 9, a relacdo
le1/lep € sempre maior que 1, o que indica que o
céalculo efetuado com a rigidez média ., fica a

favor da seguranca.
Para essa espessura da mesa, h; =5cm, a

distdncia maxima entre eixos de nervuras
permitida pela NBR-6118[2] €é S =80cm.
Observa-se que, para esse valor do espacamento
entre eixos de nervuras, o calculo usual fornece
uma rigidez 15% maior que a rigidez equivalente
correta (lq3/1¢ =1/0,87 =115). Desse modo, as
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flechas da laje serdo subestimadas em 15%, ao se
empregar o célculo usual. O erro cresce com o
aumento do espagamento entre as nervuras.

As mesmas conclusdes sdo obtidas ao se
analisar a fig. 10, onde s&o considerados dois
valores para a espessura da mesa.

1.2 4

lel : Equivaléncia da energia

4 \ le2:Rigidez média |e3: Calculo usual
o
o 114 lel/le hf=5cm
3
o T hf=7cm
Q
= = g
g 10 S o
o w T
< 4 n 2
° e MTom
i
g 09
& lel/le3

- hf:&

R L L L L B L L L L L

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Distancia entre eixos de nervuras S(cm)

Fig. 10 — RelagGes entre as inércias equivalentes
(variacdo de S e dois valores de hf)

Na fig. 11, apresentam-se as relagdes lo/l¢, €
le1/lez em funcdo da espessura total da laje h.

Nessa figura sdo fixadas as seguintes dimensdes:
b=5cm; I, =50cm (= S =55cm); h; =5cm.

Observa-se que os resultados obtidos no célculo
usual sdo bastante influenciados pela espessura da
laje e podem ficar contrarios a seguranca.
Novamente, 0 método simplificado mais indicado
é 0 método da rigidez média.

1.2 4
(%] -
bl
S
= 114 lel/le2
=
=) -
jon
(0]
3 10
o
o) i
£
2] lel/le3
®© 0.9 —
o
< i
(]
o . ~ . .
z§ 0.8 - lel: Equivaléncia da energia
2 | le2: Rigidez média |e3 : Calculo usual

07 T I T I T I T I T I T I T I T I T I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Espessura total da laje h(cm)

Fig. 11 — RelacGes entre as inércias equivalentes
(variagéo de h)

6. CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados trés métodos
para determinacdo da rigidez equivalente das lajes
nervuradas de concreto armado. Essa rigidez é
obtida no estadio | e serve para o calculo da
espessura da laje macica equivalente. A né&o-
linearidade fisica, decorrente da fissuracdo do
concreto, deve ser incluida na andlise da laje
macica equivalente.

Um método consistente, baseado na
equivaléncia da energia de deformacao, foi tomado
como referéncia para a afericdo de dois métodos
simplificados. A precisdio do método foi
comprovada por comparagdo com resultados
experimentais disponiveis.

Desse estudo concluiu-se que a rigidez média é
aguela que mais se aproxima da rigidez
equivalente das lajes nervuradas.
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