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Modelo bilinear para analise de lajes de concreto armado

Bilinear model for reinforced concrete slabs analysis
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RESUMO: Neste trabalho apresenta-se um método bilinear para analise de lajes macicas e de lajes
nervuradas de concreto armado. O modelo permite obter as deformages das lajes no estadio | e no estadio
Il. Para as lajes nervuradas, emprega-se 0 conceito de espessura equivalente. A comparacdo com
resultados experimentais demonstra a eficiéncia do modelo proposto.

ABSTRACT: A bilinear method for analysis of solid and waffle reinforced concrete slabs is presented in
this work. The model allows to obtain the deflections in both cracked and noncracked stages. The concept
of equivalent thickness is used for waffle slabs. The comparison with experimental results demonstrates

the efficiency of the proposed model.

1. INTRODUCAO

Em trabalhos anteriores [1,2], foram discutidos
alguns métodos para determinacdo da espessura
equivalente das lajes nervuradas de concreto
armado. Uma vez determinada a espessura
equivalente, as lajes nervuradas podem ser
calculadas como se elas fossem macicas.

Também foi salientado que a espessura
equivalente deve ser determinada no estadio I, para
evitar os erros de modelagem do comportamento
ndo-linear apds a fissuracdo do concreto. Alids,
esse comportamento ndo-linear tem levado a
interpretacdes erradas quanto a rigidez a tor¢do das
lajes nervuradas, como foi salientado em [1].

Tem sido mostrado em trabalhos de pesquisa
que as lajes macicas de concreto armado se
comportam no estadio | para toda a faixa do
carregamento de servico [3]. Em alguns casos de
grandes vados e/ou cargas de servico elevadas,
surgem algumas fissuras nas regides mais
solicitadas das lajes macigas. Entretanto, mesmo

nesses  casos, € possivel admitir um
comportamento elastico linear, com razoavel
precisao.

Por outro lado, deve-se esperar que as lajes
nervuradas sofram um moderado processo de
fissuracdo, ainda para as cargas de servigo. Dessa

forma, o modelo eléstico linear ndo sera suficiente
para a analise dessas lajes.

O objetivo deste trabalho é complementar as
informacdes contidas em [1,2], introduzindo os
efeitos da fissuracdo do concreto na andlise das
lajes nervuradas de concreto armado. Como foi
mostrado que essas lajes podem ser analisadas
como lajes macicas de espessura equivalente,
emprega-se um modelo Unico para as lajes macicas
e para as lajes nervuradas.

O modelo bilinear apresentado a seguir permite
analisar o comportamento das lajes de concreto
armado até a ocorréncia do primeiro escoamento
da armadura, no ponto mais solicitado da laje.
Apds esse estdgio, inicia-se 0 processo de
propagacdo das linhas de ruptura, 0 que ndo é
considerado no modelo.

2. MODELO BILINEAR PARA LAJES DE
CONCRETO ARMADO

As lajes de concreto armado, assim como as
vigas, sofrem uma reducéo da rigidez na passagem
do estado ndo fissurado (estadio I) para o estado
fissurado (estadio Il). Quando a taxa de armadura é
pequena, a diminui¢do no valor da rigidez pode ser
tdo grande que a laje entra em ruptura logo apés a
fissuracdo. Por isso, as normas de projeto exigem
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uma armadura minima para as pecas fletidas de
concreto armado.

Para calcular corretamente as flechas das lajes
no estddio Il, é necessario levar em conta a
colaboracdo do concreto tracionado entre fissuras.
Isto pode ser feito de diversas maneiras, como
apresentado na referéncia [4].

A forma mais simples de se modelar o
comportamento descrito, consiste em fazer uma
interpolacdo linear dos resultados obtidos no
estadio | e no estadio 1. Assim, a relacdo carga-
flecha da laje pode ser representada pelo modelo
bilinear indicado na fig. 1.
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Fig. 1 — Modelo bilinear para calculo de flechas
em lajes de concreto armado

A rigidez da laje no estadio | é dada por

3

D, = e, @
12\1-v

onde E € o mddulo de deformacédo longitudinal

secante e v € o coeficiente de Poisson do
concreto.
Para as lajes macicas, h, representa a espessura

real da laje. Para as lajes nervuradas, h, é a

espessura equivalente, conforme definido em [2].
Na fig. 2, representa-se uma secdo transversal
tipica de uma laje nervurada.
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Fig. 2 — Secdo transversal de laje nervurada

Lh,

Empregando o processo simplificado sugerido
na referéncia [2], obtém-se a espessura equivalente
da laje nervurada

he = [1-o)n2 o0 ]V @)

onde h é a espessura total da laje e h; é a

espessura da mesa.
O coeficiente ¢ é dado por

__@X—bg@y—bﬂ
- S,Sy

3)

onde by, by sdo as larguras das nervuras e Sy,
Sy sdo as distancias entre os eixos das nervuras
segundo as direcdes x e y, respectivamente.
O momento de fissuragdo M, é obtido por
meio da expressao
h2

I\/Ir :?efct (4)

onde f, éaresisténcia a tragéo do concreto.
A carga de fissuragdo P, é aquela que provoca
um momento fletor maximo na laje, M 5, igual

ao momento de fissuragdo M,. Esse momento
maximo é determinado através de uma andlise
elastica linear, empregando-se a teoria de placas e
considerando a rigidez no estddio | dada na
equacdo (1). Para as lajes retangulares
simplesmente apoiadas, M, Ocorre no centro,
onde se admite iniciar o processo de fissuracgéo.

Assim, se a carga P € menor ou igual a carga
de fissuragdo P,, obtém-se a flecha W
considerando a rigidez D, dada na equagao (1).

Se P> P,, é necessario fazer uma interpolacéo
linear, como indicado na fig.1.

A rigidez da laje no estddio Il puro é
determinada para as secOes transversais indicadas
na fig. 3.

As taxas de armadura nas duas dire¢cdes sao

Px=—r 5 Py=—— (5)
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onde A e Ay, sdo as areas de aco por unidade de

comprimento, segundo as direcbes x e vy,
respectivamente, e d € a altura util média.

Para a altura util d, considera-se o valor real,
ou seja, a distancia do centrdide das armaduras
tracionadas até a face superior comprimida da laje.
Assim, no caso das lajes nervuradas, deve resultar
d > h,, pois a espessura equivalente € menor que a

espessura real da laje.

Direcao x Direcao y
dI Asx h Asy Id
° ° ° €l o ° o —
1 1

Fig. 3 — Secdes da laje nas direcbes x e y

A profundidade da linha neutra no estadio II,
segundo as duas direcdes, é dada por

£ =Ny +(Npy ) + 2np, (6)

gy =—Npy +\/(n/’y)2 +2np, (7)

onde n=Eg/E. é a relacdo entre o mddulo de
elasticidade do ago, Eg, e o médulo secante do
concreto, E.

Nas lajes nervuradas, deve-se ter &, <h; /d e
§y£hf/d para garantir que apenas a mesa

contribui para a rigidez no estadio I1.
A rigidez no estadio Il nas direcbes x e y €

dada por

2
D2x =Ecs é:X (3_§2x) d3 (8)
| 6L-vT)
_652(3_5 )_
I:)Zy = Ecs_ 6y1_V2y _dg 9)

como apresentado na referéncia [4].

Conforme se observa, se as armaduras forem
diferentes nas duas direcbes, a laje sera
ortotrépica. Para simplificar a analise, considera-se

a laje isotropica com a rigidez equivalente D,
dada por

D, = /Do Dyy (10)

Os momentos de escoamento das armaduras,
segundo as duas direc@es, sdo dados por

CEEB-¢y) 2
Mex——6n(1_§x)d fy (11)
_55(3—5y) )
o ~enli-z, d? f, (12)

onde f, € atensdo de escoamento do aco.

Através de uma andlise elastica linear, obtém-se
0os momentos fletores positivos maximos M, e

M, segundo as direcOes X e Yy, respectivamente.

Esses momentos sdo obtidos para uma carga de
referéncia.

Como a andlise ¢ linear, os momentos fletores
sdo proporcionais a carga. Entdo, pode-se
determinar a carga P, tal que M, =M.

Analogamente, determina-se a carga P, , tal que
M, =M, . A carga de escoamento P, € o menor

dos dois valores de carga obtidos.
Considerando a carga de escoamento P, e a

rigidez no estadio 11 dada na equacéo (10), obtém-
se a flecha W,, através de uma analise linear.
Desse modo, ficam definidos todos os valores de
carga e flecha indicados na fig. 1.

Finalmente, a flecha W , correspondente a carga
P> P,, é dada por

W =W, + 13
Ay (13)
onde
K, =ﬂ (14)
e _Wr

3. ANALISE DE LAJES NERVURADAS

As lajes nervuradas ensaiadas por Abdul-
Wahab e Khalil[5] sdo utilizadas para a verificacdo
do modelo de laje macica equivalente, associado
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ao modelo bilinear descrito anteriormente. Esses
autores ensaiaram 6 lajes nervuradas armadas em
cruz.

Todas as lajes sdo quadradas e simplesmente
apoiadas no contorno. As lajes foram submetidas a
uma carga concentrada P aplicada no centro. A
carga foi distribuida em uma area de 15 x 15 cm,
por meio de uma placa de aco colocada sob a
carga, como indicado na fig. 4.

yl\
=P/c2
g=P/c . g
0
g i |8
3| Il
c=15 °
a=150cm ;< )

Fig. 4 — Carregamento das lajes nervuradas

Na tabela 1, apresentam-se as dimensfes das
lajes nervuradas.

Tabela 1 — Dimensdes das lajes nervuradas (cm)

10 (16)

F N2
for :1,40(ﬂj , MPa
Nas equagOes (15) e (16), f., representa a
resisténcia média a compressdo do concreto aos 28
dias de idade. Os valores de f, foram

determinados para cada uma das lajes ensaiadas.
Para o coeficiente de Poisson do concreto,
adota-se v=0,2.
A tensdo de escoamento das armaduras
empregadas nos ensaios é f, =398MPa. Para o

modulo de elasticidade do aco, adota-se
E, = 200GPa.

Na tabela 2, apresentam-se as propriedades do
concreto utilizadas na analise.

Tabela 2 — Propriedades do concreto

Laje fom (MPa) | E.s (MPa) | f(MPa)
S1 31,3 26732 3,00
S2 32,0 26930 3,04
S3 31,4 26760 3,00
S4 28,9 26030 2,84
S5 29,9 26327 2,91
S6 29,1 26090 2,85

Na tabela 3, apresentam-se as &reas de aco
As = Ay = Ay, por unidade de comprimento, a
altura atil d e a espessura equivalente das lajes
nervuradas h,, obtida com o emprego da equagéo
(2). Conforme se observa, a altura Gtil é maior que

Laje | hy h b lo S

Sl 2,0 9,5 5,2 84 | 13,6
S2 2,0 9,5 52 115 | 16,7
S3 2,0 9,5 5,2 16,2 | 214
S4 2,0 9,5 52 | 248 | 30,0
S5 20 [ 125 | 57 11,0 | 16,7
S6 2,0 6,5 4,7 | 120 | 16,7

Na utilizacdo do modelo bilinear, emprega-se o
modulo secante do concreto E., o qual é

estimado por meio da relagéo

£ VY2
E, = 0,85x21500( 106'“) . MPa

(15)

a espessura equivalente.

Tabela 3 — Armaduras e espessura equivalente

Laje he(cm) | d(cm) | A, (cm?m)
S1 8,11 8,30 3,70
S2 7,69 8,30 3,01
S3 7,18 8,30 2,35
S4 6,52 8,30 1,68
S5 10,35 11,30 3,01
S6 5,15 5,30 3,01

conforme sugerido pelo CEB/90[6].

A resisténcia a tracdo do concreto € estimada
como

Nos ensaios, as lajes foram submetidas a uma
carga P, aplicada no centro sobre uma placa de
aco de 15 x 15 cm, conforme indicado na fig. 4.
Para a analise numeérica, pode-se admitir que a
carga se distribui ao longo da espessura da laje
conforme indicado na fig. 5. Essa distribuicdo é a
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mesma empregada na verificacdo da resisténcia a
puncdo das lajes, conforme os critérios do CEB/90
[6] e da NBR-6118 [7].

c=15cm

c+4d

»
I 1

Fig. 5— Distribuicdo da carga aplicada em
uma area reduzida

De acordo com a fig. 5, pode-se fazer a analise
considerando as seguintes hipoteses de carga:

A) Sem levar em conta a distribui¢cdo da carga ao
longo da espessura da laje
Considera-se a carga distribuida na éarea

c2 =152cm? O valor da carga uniforme nesta
areae g = P/c2 :

B) Considerando a distribuicdo da carga ao longo
da espessura da laje
Considera-se a carga distribuida na area

(c+4d)?, onde d é a altura (til da laje. A carga

uniforme nesta area vale q' = P/(c +4d ).

Enquanto a laje estiver no estadio I, os dois
procedimentos fornecem valores proximos para a
flecha no centro da laje. Entretanto, apds a
fissuracdo as diferencas sdo muito grandes.

Isto ocorre porque a carga de fissuragédo P, e a

carga de escoamento P,, usadas na defini¢do do

modelo bilinear, sdo muito influenciadas pelo
tamanho da regido carregada. A medida que essa
area é reduzida, os momentos fletores obtidos pela
teoria de placas crescem muito. No limite, quando
a éarea carregada tende a zero, 0s momentos
fletores tendem a infinito.

Uma vez que 0s momentos maximos Ss&o
utilizados para o célculo das cargas P, e P,

verifica-se que a solugdo varia bastante com o
tamanho da &rea carregada. Para mostrar essa
influéncia, consideram-se essas duas hipoteses de
carga.

As relacgdes carga — flecha no centro da laje séo
apresentadas nas figuras 6 a 11.

Conforme se observa por essas figuras, o0s
resultados experimentais evidenciam que a carga
aplicada na face superior da laje se distribui com
uma inclinacédo 1:2 ao longo da espessura. A carga
de fissuracdo P, e a carga P,, correspondente ao

inicio do escoamento da armadura, podem ser

obtidas para a carga distribuida q' = P/(c +4d)?.

Se essa distribuicdo ndo for feita, havera uma
subavaliacdo da rigidez da laje no estadio II.

Finalmente, verifica-se que o modelo bilinear é
adequado para representar o comportamento das
lajes nervuradas até o inicio do escoamento das
armaduras. Apds essa carga de escoamento, ocorre
a propagacdo das linhas de ruptura até o colapso
final da laje. A carga de ruptura € sensivelmente
maior que a carga P, .

80 —
70 —
. Laje S1
60 —

50 —

40

30 —

20 —

10 —

Carga P (kN)

—S— Experimental
— Q'=P/(c+4d)**2

— g=P/c**2

L DL DL DL L L
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 6 — Resposta para a laje nervurada S1
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0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 00 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Flecha no centro da laje (mm) Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 7 — Resposta para a laje nervurada S2 Fig. 10 — Resposta para a laje nervurada S5
60 — 40 —
Laje S3 ) .
50 J Laje S6
- 30 —
=z =z 1
< =3
o o
p 30 p 20
= =
[ ] [
© 20 — © 1 E i |
—5— Experimental —=— Experimenta
- 10 — — *%
o —— =Pl(c+Ad)**2 — ('=P/(c+4d)**2
. — q=P/c**2 1 —  g=P/c™2
0 IIIIIIIIIIII 0 IIIIIIIIIIIIIIIIIIII
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 00 10 20 3.0 40 50 6.0 7.0 80 9.0 10.0
Flecha no centro da laje (mm) Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 8 — Resposta para a laje nervurada S3 Fig. 11 — Resposta para a laje nervurada S6
507 4. ANALISE DE LAJES MACICAS
0| Laiesa Duas lajes macigas, com o carregamento e 0S
vaos indicados na fig. 4, também foram ensaiadas
] por Abdul-Wahab e Khalil[5]. As propriedades do
< 30 concreto, dimensdes e armaduras dessas lajes séo
o _ fornecidas na tabela 4.
e Nas figuras 12 e 13 séo apresentadas as relagoes
O . carga — flecha no centro das lajes macicas.
1 —~ Experimental Conforme se observa, o0 modelo acompanha os
10 - — q'=P/(c+4d)~2 resultados experimentais até a carga de fissuragao
1 — g=Pic2 tedrica. Entretanto, a carga tedrica P, é menor
o que a carga de fissuracdo verificada nos ensaios,
— T T T T T T T T T

0.0 2.0 4.0 6.0 80 100 120
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 9 — Resposta para a laje nervurada S4

mesmo quando se considera a carga distribuida
q'=P/(c+4d)?. Isto indica que esse
procedimento de distribuicdo da carga aplicada em
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uma é&rea reduzida fica a favor da seguranca. A
carga de ruptura e a rigidez das lajes, verificadas
experimentalmente, sdo  superiores  aquelas
determinadas com o modelo teorico.

Tabela 4 — Lajes macicas de Abdul-Wahab e

Trés lajes macicas ensaiadas por Taylor et al [8]
também sdo analisadas com o modelo bilinear.
Neste caso, as lajes sdo quadradas e possuem vaos
a=b=183cm. As lajes sdo simplesmente
apoiadas no contorno e submetidas a uma carga
uniformemente distribuida em toda a sua
superficie.

Na tabela 5 apresentam-se as propriedades do
concreto das trés lajes.

Tabela 5 — Propriedades do concreto das lajes de

Taylor et al
Laje fem (MPa) | Es (MPa) | f (MPa)
S1 35,0 27747 3,23
S7 38,2 28568 3,42
S9 33,2 27263 3,12

A tensdo de escoamento das armaduras

empregadas nos ensaios € f, =376 MPa. As lajes

sdo armadas com armaduras diferentes nas duas
direcdes, conforme se indica na tabela 6.

Tabela 6 — Armaduras das lajes de Taylor et al

Khalil
Laje | fo, (MPa)| E,(MPa) | f. (MPa)
S7 36,0 28008 3,29
S8 28,5 25910 2,81
Laje he (cm) d(cm) | A (cm?/m)
S7 7,50 6,30 3,01
S8 9,50 8,30 3,01
50
| Laje S7
40 —
g 30
D- -
S
T 20—
©)
) —S— Experimental
10 — — ('=P/(c+4d)**2
7 — q=P/c**2
0 T I T I T I T I T I T I

Laje | h, d Agy Asy
em) | €M) | emZm) | (cm¥m)
S1 5,10 4,15 2,34 2,80
S7 4,40 3,45 2,80 3,18
S9 7,60 6,65 1,46 1,56

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 12 — Resposta para a laje macica S7 de
Abdul-Wahab e Khalil

90 —
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y Laje S8
70 —

60 —

50 —

40 -

30 —

20 —

10 —
0 T I T I T I T I T I T I T I T I
00 10 20 30 40 50 60 7.0 80
Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 13 — Resposta para a laje macica S8 de

Abdul-Wahab e Khalil

Carga P (kN)

—o— Experimental
q'=P/(c+4d)**2

— g=P/c**2

Nas figuras 14 a 16 sdo apresentadas as relagdes
carga total — flecha no centro das lajes. Observa-se
que o modelo bilinear acompanha bem os
resultados experimentais até a carga de
escoamento P,. Para as lajes S1 e S7, a carga de

ruptura € bem maior que P, .

A laje S9 tem uma ruptura brusca, apds a
fissuragdo, pois a taxa de armadura é muito baixa.
Entretanto, a carga de ruptura € maior que P,

mesmo neste caso.
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120 —

100 —

Carga total (kN)
3
|

40 — —e— Experimental
—— Modelo
20 —
0 T I T I T I T I T I
0.0 100 200 300 400 500

Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 14 - Resposta para a laje macica S1 de
Taylor et al

Carga total (kN)

—o— Experimental

— Modelo

0 — T T T T T T 1
0.0 20.0 40.0 60.0 80.0
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 15- Resposta para a laje macica S7 de
Taylor et al

100 —

—=— Experimental

—— Modelo

O~ T T 1 T T " T ' 1
0.0 4.0 8.0 12.0 16.0 20.0
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 16 - Resposta para a laje macica S9 de
Taylor et al

5. CONCLUSOES

Em fungdo dos resultados apresentados neste
trabalho, podem ser tiradas as seguintes
conclusdes:
= O modelo bilinear é satisfatério para a
avaliacdo das deformacdes das lajes macicas e das
lajes nervuradas de concreto armado. Essas Gltimas
podem ser analisadas como laje macica com uma
espessura equivalente. Isto demonstra que as lajes
nervuradas possuem boa rigidez a tor¢ao e que elas
podem ser analisadas como laje macica, conforme
foi mostrado nos trabalhos anteriores [1,2].
= Uma carga aplicada em area reduzida pode ser
distribuida segundo uma inclinagéo 1:2 até o nivel
das armaduras, para o célculo das flechas e da
capacidade de carga das lajes de concreto armado.
= O modelo bilinear representa bem o0s
resultados experimentais no estadio | e no estadio
I1, até o inicio do escoamento das armaduras.
= A carga P,, correspondente ao inicio do

escoamento das armaduras, é bem inferior a carga
de ruptura. As lajes de concreto armado possuem
grande capacidade de redistribuicdo de esforcos e
apresentam uma boa reserva de seguranga.
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