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RESUMO

O objetivo deste trabalho & apresentar os métodos
usuais para analise estrutural probabilistica. Os aspectos
probabilisticos do problema s3o devidos as variacg@es
aleatédrias das propriedades dos materiais no dominio da
estrutura. Problemas relativos 34 variac3o aleatéria das
cargas no tempo nIo sFHo considerados.

Uma técnica bastante utilizada em andlise probabilis-
tica é& a denominada simulag3o de Monte Carlo. Essa técnica
pode, também, ser associada a expans@es de Neumann da matriz
de rigidez da estrutura, com o objetivo de reduzir o tempo
de processamento.

Essas solugBes, entretanto, s3o extremamente onerosas
do ponto de vista computacional. Em vista disto, no presente
trabalho, as simula¢Bes somente sXo empregadas para analise
estatica linear.

0 método dos elementos finitos probabilistico, por
outro lade, permite a solugio de problemas maiores. Esse
método consiste de expanaBes em série de Taylor das
variaveis envolvidas e segue basicamente a mesma metodo-
logia do método dos elementos finitos classico. Ao longo.do
trabalho, essa solugdo & adotada tanto para anélise

estatica, gquanto dinZmica, linear e n3o linear.



ABSTRACT

A discussion and some applications of usual methods
in probabilistic structural analysis are the main objective
of this wofk. As material properties in the structural
domain are characterized by random variations, a
probabilistic approach is considered. Random variations of
external loads are not taken into account.

Direct Monte Carloc Method is commonly used in
probabilistic analy=is. Although some improvements in
computer resources can be obtained using Neumann expansion
of the =stifness matrix, both alternatives are very
expensive in terms of CPU time. For that reason these two
methods are applied only to static and linear analysis.

When Taylor series expansion of the variable involved
in the problem <(combined with the classic finite element.
approach? is used, probabilistic finite element becomes a
useful technique for the analysis of large structural
systems under static and dynamic conditions, including

nonlinear effects.



SUMARTI O

§ = THTEODUERE oo s s ¢ mwmes = 5 & o & = S655 5 % & GEmsDs = % 25

2 — ANALISE ESTOCASTICA COM SIMULAGAOC ...............

a.

2
2.
&

® W ww e o

1 =~ TobrodlISBO 55 Wi ¢ & F cemie ¥ 5 & Nas 5 8 8 EIEwE E B e
.2 - Modelamento do campo estocastico ...........
3 - SimulagZio de Monte Carlo direta ............
.4 - Expansfo de Neumann ..............c.00ann

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PROBABILISTICO .
.1 — ConsideragSes gerals ...........ccican.n
~ Andlise estética limear ........0cicinvoaens

=~ Apdalise AiRBMics TIHSAT iowv e s v omme s o 2 = s o

=
3
.4 — Andlise estatica nEo linear ................
5

— Andlise dinf&mica n3o linear ................

4 — ANALISE NUMERICA . . . ..t vt vimmoemnrneccssomaansss Sl

4.

4
4.
4

1 — DefinicBo do problema -« cc.oveviiinmnsseans
.8 ~ Modelo constitutive linear ...........¢.....
3 ~ Modelo constitutivo nSo linear .. ...........
.4 — Estudo comparativo dos méteodos probabilisti-

B v 2 3 o n ontiemis & % ® 2 R o N e e w o S8 B B BE
.8 — Outras aplicagB®es do método dos elementos

finitos preobabilistico .iiiieavsaervmmnae.,

B = CONCLUSBES . v meomesn oo siniosids s dississsaasass
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . ... ... ...

10
10
11
15
16

18
18
19
=8
31
34

38

38

39

40

43

B

50
51



1 - INTRODUGXO

A anaAlise estrutural através do método dos elementos
finitos, usualmente, & feita admitindo-se que as cargas
atuantes na estrutura, bem como as propriedades dos
materiais componentes da mesma, s3o conhecidas determi-
nisticamente.

Entretanto, geralmente esta situag3o n3o ocorre nas
estruturas reais. Normalmente, © que se tem & um nivel de
incerteza mais ou menos significativo, quanto a intensidade
e a variagXo do carregamentoc no tempo e no dominio da
estrutura. Al ém disso, surgem incertezas quanto as
propriedades dos materiais. geometria e condigBes de
contorno. Essas incertezas podem ser representadas por
flutuac®es em torno de um valor médio e, geralmente, tais
flutuacBes s3o aleatdrias.

Quando a variagfZo aleatdria de uma grandeza ocorre no
tempo, o processo relacionado A mesma ¢ denominado processo
estocastico. Se, por outro lado, uma distribuigio &
aleatéria no dominio espacial, o mesmo & denominado um campo
estocégticoz?

Dessa forma, em uma anilise realistica deve-se
procurar obter valores esperados e vari&ncias da resposta
estrutural para parfmetros de entrada aleatdrios, dos quais
se conhecem ou podem ser estimados, os valores esperados e
as varidncias.

Nos ultimos anos, um grande esforgo tem sido feito
para incerporar esses conceitos probabilisticos, no ja
classico método dos elementos finites. A grande dificuldade

enfrentada, & relativa ac elevado tempo de processamento



computacional e a disponibilidade de meméria requeridos para
esse fim. Além disso, a dificuldade de model ar processos e
campos estocasticos exige a introdugfo de simplificagBes
que, por vezes, podem levar a irrealidade.

Entretanto, com o desenvol vimento de computadores cada
vez mais velozes e com maior capacidade de meméria, o método
dos elementos finitos probabilistico surge como  uma
ferramenta poderosa, n3o sé para analise estrutural, mas
para a resolug¢3o de outres problemas com caracteristicas
estocasticas.

Di versos métodos de andlise probabilistica tém sido
pesquisados e divulgados na literatura. Em geral, s3o
empregados métodos tais como, simulagic de Monte Carlo
direta, simulacZo de Monte Carlo com expans3ic de HNeumann,
técnicas de perturbagfo, expansio em série de Taylor e
método dos vetores de sensitividade®. Os trés dltimos,
apesar de possuirem formulag¢Bes ligeiramente diferentes,
levam exatamente ac mesmo resultado final>.

A simulacio de Monte Carlo direta constitui a forma
mais simples e evidente para a realizag3o de uma anilise
probabilistica e, por isso, ¢ largamente empregada. Neste
método, as propriedades dos materiais, cargas, ou outra
variidvel aleatéria, sZFo introduzidas por simulacfo digital.
Uma rotina gera numeros aleatérios que passam a representar
as variadAveis do problema. Assim, utiliza-se o©o mesmo
algoritmo para analise deterministica sem nenhuma alte-
racio significativa.

As variAveis aleatérias podem estar correlacionadas

entre =i, atraveés de uma fungio de autocorrel agzo
predeterminada. Isso ocorre, por exemplo, com as proprieda-
des mecidnicas do material em um corpo continuo. A

distribui¢io espacial & aleatéria, mas a propriedade em um
ponto do corpo é correlacionada com a dos outros pontos.

A gerag3io de variaveis aleatdrias autocorrelacionadas
pode ser feita através da decomposigioc da matriz de

covarincia pelo método de Cholesky. Essa técnica &



empregada por Yamazaki, Shinozuka e DaSgUpL321 e &
apresentada no Capitulo 2. Se as variadveis sZo altamente
correlacionadas, podem surgir dificuldades numéricas na
decomposi¢XZo da matriz de covariancia. Nesse caso, pode-se
empregar © modelo ARMAY ou a decomposig@o espectral da
matriz de covarianctatt T,

0 método de Monte Carlo tem sido usado para resolver
uma série de problemas. Yamazaki et 51 empregam © método
para analisar uma chapa carregada uniformemente. No estudo,
a carga ¢ considerada deterministica e as propriedades do
material sZo aleatdrias.

Shinozuka e Aatillid empregam simulag¢Zo para calcular
as propriedades estatisticas dos autovalores de uma coluna
com engaste elastico. Na formul ag¥o, as propriedades das
molas de engastamento e do material da coluna, bem como a
forca normal e a geometria, =30 consideradas aleatdrias.

Shinozuka15 faz uma anailise de vigas de concreto
simul ando a variabilidade espacial da resisténcia a
compressio. A superficie de ruptura bidimensional &
decomposta em uma parte deterministica e cutra aleatdria,
sendo simulada para cada ponto nodal da malha de elementos
finitos.

Apesar de sua versatilidade, o método de Monte Carlo
apresenta o inconveniente do elevado tempo de processamento
dispendido para ser alcangada a convergéncia estatistica. Um
namere muite grande de simulagBes pode ser necessario,
especialmente quando a variavel aleatéria de entrada possul
elevade coeficiente de variag¢3o. Entretanto, esse método &
ectatisticamente realistico e pode ser usado para testar a
validade de outras técnicas.

Uma alternativa que visa reduzir o] trabalho
computacional exigido pelo método Monte Carlo, & a
denominada simulagXo com expans3o de Neumann- . Neste caso,
a matriz de rigidez da estrutura é dividida em uma parte
deterministica e outra aleatéria. A matriz deterministica &

obtida com as propriedades médias dos materiais e &



decomposta uma Unica vez, no inicio do processamento. As
simul agBes sZo realizadas para a gerag¢Bo da matriz
aleatéria. Assim, para cada simulagfo, somente s3o feitas
simples substitui¢Bes com a matriz média ja& decomposta, ao
contrario do método de Monte Carlo direto onde a matriz de
rigidez deve ser montada e decomposta para cada simul agfo.

YamazakiZ'faz um estudo comparativo do tempo de
processamento exigido pelo método de Monte Carlo direto e
com expansdo de Neumann, concluindo gque essa segunda
alternativa pode ser mais eficiente. Constata-se, também,
que quanto maior é a ordem da expansifo, maior € a
proximidade das respostas obtidas com os dois métodos.

Shinozuka e Deodatisia analisam uma barra prismatica
carregada axialmente, empregando expans3o de Neumann de
primeira ordem. A carga ¢ considerada deterministica, e a
variabilidade na resposta & devida a variagZo do médulo de
elasticidade do material. Os autores concluem que, com essa
ordem da expans¥o, os resultados s3o aceitaveis para
pequenas variag@Bes da propriedade do material. Se o
coeficiente de Variagﬁo.da propriedade é grande, devem ser
empregadas expans@es de ordem superior.

O método de Neumann, apesar de constituir um avango em
relacZo 4 simulag®o de Monte Carlo direta, conserva o
inconveniente do grande tempo de processamento requerido
para a convergéncia estatistica.

O elevado esforco computacional exigido pelos métodos
que empregam simulag3o, acaba por torna-los inviaveis para a
solucXo de grandes problemas, especialmente quando se trata
de anadlise din&mica. Entretanto, essa & a soluglo
estatisticamente confiavel, particul armente quando a
variabllidade das propriedades do material & grande.

Alternativas eficientes do ponto de vista
computacional , sZo baseadas em expansCes em série de Taylor
das variAveis envolvidas no problema. Uma vez que a série
deve ser truncada, normalmente nos termos de segunda ordem,

a precis¥o da solugfo diminui & medida que a variabilidade



das propriedades aumenta. Para pequenas varlagBies das
propriedades, entretanto, os resultados s3o compativeis com
os obtidos por simulagﬁoiaz{

O método pode ser apresentado em formas alternativas,
como uma técnica de perturbagio ou de sensibilidade. Os
resultados obtidos, entretanto, s¥o ldénticos aos da
formul agdo em série de Taylor9

Essas técnicas, associadas ao método dos elementos
finitos, dZo origem ac genericamente denominado método dos
elementos finitos probabilisticeo. Esse € o primeiro método
visdvel do ponto de vista computacional, tanto para analise
estAtica guanto para analise dinamica.

O método tem sido empregadeo satisfatoriamente para
resolver uma série de problemas. Vanmarcke e Grigoriuzo
fazem uma analise de vigas com rigidez variando
aleatoriamente ao longo do eixo. Baecher e Ingrai analisam
recal ques de fundagdes apoiadas em um solo cujas
propriedades variam espacialmente.

Collins & Thomson4 empregam uma técnica de perturbag3do
para determinar as propriedades estatisticas dos autovalores
de uma barra vibrando longitudinal mente. Lawrence® emnprega o
métode dos elementos finitos probabilistico para analisar
vigas e placas com propriedades e cargas aleatdrias.

Uma apresentagfo detalhada do método dos elementos
finitos probabilistico para an&lise estatica e dinamica,
linear e nZo linear, & feita por Liu et ) PASaLaR

O objetive deste trabalho & apresentar e comparar os

trés métodos discutidos anteriormente para anadlise
estrutural. As técnicas baseadas em simulagdo somente s3o
apresentadas para o caso de analise esLalica linear, em

vista do elevado tempo de processamento requerido. O método
dos elementos finitos probabilistico, por outro lado, &
desenvol vido para uma anilise completa, linear e nao linear.

O trabalho ¢ limitado ao caso de variabilidade
aleatdria espacial, ou seja, a campos estocasticos. Apesar

da formulacZc permitir a considerag®o da variabilidade das



cargas, apenas o© Caso de propriedades aleatérias € testado

numericamente. Problemas relativos a variacio aleatéria das

cargas no tempo, fogem ao objetivo do trabalho.



2 ~— ANALISE ESTOCASTICA COM SIMULACZO

2.1 - Introdugdo

Um campo estocAstico fica definido através da média e
da vari&ncia da variavel aleatdéria e da fung3io de
autocorrel agZo. Como alternativa, pode-se empr egar a
transformada de Fourier da autocorrel agdo, denomi nada
densidade espectralzz

Na discretizagf%o do campo estocastico atraves do
método dos elementos finitos, as propriedades do material
podem ser atribuidas aos pontos nodais. As fungBes de
interpolagZo podem, ent3o,ser usadas para determinar as
propriedades em um ponto qualquer do elemento. Ocorre que,
geralmente, as fungBes de interpolagZo admitidas no método
dos elementos finitos nEo s3o consistentes com a
variabilidade das propriedades do material no dominioc da

24 . :
estrutura’ . Além disso, © nuimero de operacBes necessarias,

especialmente no método dos elementos finitos probabi -
listico, seriam muito grandes se essa hipdtese fosse
admi tida,

Assim, uma soluc3o adequada consiste em atribuir

valores As propriedades do material a nivel de elemento. As
propriedades sZo consideradas no centréide do elemento e
supostas constantes no dominio do mesmo, ou seja, & admitida
a homogeneidade a nivel de elemento.

Essa alternativa, além de ser consistente com a
formulag3o padrZo do métode dos elementos finitos, =

vantajosa, uma vez que as dimens@es da matriz de covaridncia
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sFo reduzidas. Além disso, essa hipédtese simplifica
consideravelmente a soluglo pelo métode dos elementos
finitos probabilistico.

Para que as propriedades possam ser consideradas
constantes, o© elemento deve ser pequeno. Assim sendo, o
tamanho do elementoc deve ser definide em termos da precisio
da solug¥o deterministica e do ponto de wvista da

variabilidade das propriedadesz{

2.2 - Modelamento do campo estocastico

A variagZo espacial das propriedades do material, como
o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, &
considerada homogénea. Uma propriedade genérica o € escrita

na {forma

ol = ao[ i + aC%D] . 2. 13

onde a¢ & o valor médio da propriedade, e alx) representa as
& ~
flutuagBes em tornoc da média.

A parte flutuante al(x> tem mé&dia zero, isto &,
E [ anD] =0, ca.en

e fungXo de autocorrelagio

RCED = E [acp alx + ;3] 2.3

onde x & o vetor posigZoc de um ponto do corpo e § € o vetor

separagdo entre dois pontos x e x + Z.
O simbolo El 1 & usado para representar o valor
esperado.

Se a variag3o espacial da propriedade ¢ isolropica, a

funcio de autocorrelagfo depende apenas da distancia |§l
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entre os dois pontos.

A fung®o de autocorrelagio adotada & dada porﬂ1

I
Q
o

RCED ca. 4>

onde d € a escala de correlag3o e © & o desvio padriao da
variavel aleatéria alxD.
Deste modo, o desvio padr3o de alxd representa o

coeficiente de variagZo da propriedade, ou seja,

O = e =BV, ' ce. 8

onde " é o desvio padrZo da propriedade.

Como j& foi salientado, © tamanho do elemento finito
deve ser pequeno para assegurar que as propriedades sejam
constantes no mesmo. Assim, se existem n elementos na malha
significa que existem n valores da propriedade associados a
esses elementos.

Desta maneira, os n valores a = aC§i3, R P
s¥o aleatdrios com média zero mas correl acionados, onde x. &
a localizagio do centrdide do elemento t.

As caracteristicas de correlacg3o podem ser
especificadaé em termos da matriz de covariincia, cuja

componente genérica & dada por

E,, =~cov[ai,aj] = E[ai_aj] = R[Eij), 2.6

onde &, = |x. - x. | € a distaéncia entre os centrédides dos
i ~1

3
elementos L e .

T , ,
Un vetor a = {ai,‘..,a 3 de wvariavelis aleatérias com
~ ™

média zero e covarifncia E pode ser gerado como
Lj
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amLZ . 2.7

onde g = {Zi.....Zn}T & um vetor de n varidveis aleatdrias
Gaussianas n3o correlacionadas com média zero e desvio
padrZo unitario, e L € uma matriz triangular inferior obtida
pela decomposigdo de Cholesky da matriz de covariancia.

Como as variaveis Z n3o s%o correlacionadas, veri-

fica—-se que

Elz 2°] = 1 2.8

onde I & a matriz identidade.
Ent3o
T & T
efe ] =eflrz) (r2)]=relzg]t" caw
e introduzindo (2.8) chega-se a

T

Efa 2a"] =L L” c2.100

Como L %T é igual a matriz de covariancia, coneclul —se
que as variéveis geradas a partir da equagd@o (2.7, s3o
correlacionadas de acordo com a funcio de autocorrelagio
dada.

Assim, essa técnica pode ser usada para a simulagdo de
um campo estocastico.

A hipétese de distribuigfo Gaussiana implica na
possibilidade de gerag3o de valores negativos para a
propriedade, como se observa da equagdo (2.1). Ent3o, os va-

lores da variavel aleatdria aCfD =¥o limitados ao intervalo

onde o limite superior € introduzido para manter a simetria

da distribuigZo’'.
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Se, ap6s a simulag3o, resultar algum valor de “a" fora
do intervalo definido por (2.113, o campo estocastico &
desprezado e nova simulagZo & realizada.

Deve ser notado gque a matriz de covaridncia &
decomposta uma uUnica vez, e as amostras simuladas se
diferenciam pelos vetores 2Z que v3o sendo gerados., As
compenentes desses vetores s3o obtidas como exposto a
seguir,

Seja r um numero gerado aleatoriamente no intervalo
[0,1) com uma distribuig¢fo uniforme. EntZo, r pode ser visto
como a probabilidade acumulada Q da variivel aleatéria

Gaussiana 2, isto &,

ro= X2 = r pCZodz, c2.12>

ow

onde pCZ) & a fung3o densidade de probabilidade normal.
Para encontrar o valor de Z, pode-se empregar o método

de Newton—Raphson na forma recursiva

& = Z+ —_—_—, c2.13

onde Q,LB QCZi). piﬂpCZi) e i representa a ciclo iterativo.

Se as varidveis a s3o altamente correlacionadas, a
decomposigio da matriz de covariincia podera ficar
prejudicada e, neste caso, pode-se recorrer a um dos métodos
citados no Capitulo 1.

A gerag3o dos numeros aleatdrios *r & feita com uma

subrotina apresentada por Gordon”.
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2.3 - Simulag3o de Monte Carlo direta

Tendo definido o campo estocastico, o método de Monte
Carlo direto passa a usar a mesmna formulacio deterministica
do método dos elementos finitos. Para cada amostra simulada
& montada a matriz de rigidez global da estrutura K, e

resolvido o sistema de equages
E = g 9 ’ ce.14>

onde F e %) s¥o os vetores de cargas e deslocamentos nodais.
Observa-se, que para cada amostra, & necessario montar
e decompor a matriz de rigidez, o que leva a um alto custo
computacional.
Encontrados os deslocamentos nodais, calculam-se as

deforma¢cSes e as tensBes por
£ = B U, C2. 159
o =Dg¢, C2.16D

onde B & a matriz que relaciona deformagles e deslocamentos
nodais, e D & a matriz de constantes eléasticas.
O valor esperado E [y] dos deslocamentos nodals &

ostimado por

B[] & 0= 22 ca. 173

onde Ns & o numerc de simulacgBes realizadas.

A matriz de covarifncia dos deslocamentos & dada por
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Cov[ u,u ] e : , C2.18D

e o vetor varifncia ¢ a diagonal de Gov[ U, U ].
De maneira analoga, podem ser calcul adas as

estatisticas das deformagBes e das tensdes.

2.4 — Expans3o de Neumann

Conforme visto na sec®%o anterior, no método de Monte
Carle direto, a matriz de rigidez necessita ser montada e
decomposta para cada amostra simulada. Uma alternativa que
evita essa decomposic®c & baseada na expansdo de Neumann da
matriz de rigide=z.

A matriz de rigidez global K ¢ desmembrada em duas

parcelas na forma

K=K + Ak, e, 19

onde K é& a matrlz de rigidez obtlda com os valores médlos
~o

das propriedades, e AK representa a parte desviadora da
meédia.

A expansZo de Neumann de gmi toma a forma

K™* = ck_+8Kd " *= CI-P+P*-P¥+. . 0K C&. 207

onde P:K_iﬁK e I & é matriz identidade.
AR T =

Ent&o, os deslocamentos nodais U s3o obtidos por
U =K' = c1-P+P?-P?+. . DK 'F c2.21>
= A e h

A solucZo U correspondente a K &
~ o ~o



1F
U =K F, ca. 222
de forma que os deslocamentos nodais s3o dados pela sérle
2z 3
U=y =P +#PU —=PU .. ... c2.23
~ ~ o o ~ ~o ey

A equagio (2.23D pode ser escrita na forma

U=U —U +U =U + 554 C2. 249
. ~ ~o ~4 ~2 ~3
onde
U =PU, U — Tl = ) . 2. 28
.-..1 ~ sy .-2 "'""1

Assim, o termo genérico da série, U , é dado por
~ L

9; = Eyiui ca. 262
e introduzindo a express3o de P resulta,
U =K * CAKU D, i=1,.... c2.27>
~i ~0 -4

Dessa forma, a equag3o (2.22) ¢ empregada para a
obtenciZo da resposta deterministica, e a equagio (2.27) &
usada iterativamente até a ordem desejada.

Observa-se, gque apenas a matriz ISO & decomposta, e
isto ¢ feito uma Unica vez. Assim, as simulagBes s3o
empregadas para redefinir apenas a parte flutuante AK da
matriz de rigidez. O produto Aggi— & feito levando-se em
conta que &K €& bandada, e o processc deverid ser mais
eficiente que o método de Monte Carlo direto.

Entretanto, se o coeficiente de variag3o da
propriedade & grande, poderA ser necessario reter muitos
termos na série " e ©o método voltariA a apresentar os
inconvenientes da simulagXfo direta.

Una vez determinados os deslocamentos, deformagfes e
tens@Ses, podem ser avaliados os valores esperados e as

variAncias de forma idéntica ao apresentado para o método de

Monte Carlo.



3. O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PROBABILISTICO

2.4 = Consideréqaes gerais

No capitulo anterior foram apresentadas as técnicas
para anilise estrutural estociastica baseadas em simulagles.
Essas técnicas, apesar de serem muito simples, Lém o
inconveniente do elevado esforgo computacional requerido
para a convergéncia estatistica.

Uma alternativa que permite resolver o problema sem
simulagBes, consiste na expansdo em série de Taylor das
grandezas aleatdrias envol vidas. Evidentemente, a série deve
ser truncada & a solugfo obtida sera aproximada. Entretanto,
se a variag3oc das propriedades & pequena, poucos termos na
série ser3o suficientes para garantir a precisio. Devido ao
grande numero de operagses efetuadas e da alta taxa de
ocupagdo da meméria, as expansBes sZo limitadas aos termos
de segunda ordem.

Formulac®es alternativas sZc baseadas em técnicas de
perturbagio e de sensibilidade que, entretanto, levam ao
mesmo resultade obtido com série de Taylor. O método dos
elementos finitos associado a essas técnicas ¢ denominado
genericamente de método dos elementos finitos probabi-
listico.

Neste capitulo, o método & apresentado para analise
estatica e dinadmica, linear e n3o linear. No capitulo 4 &
feita a comparagc¥o dos resultados obtidos com o método e com

as técnicas de simul agdo.
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3.2 - AnAlise estatica linear

O sistema de equag¢Bes de equilibrio para uma estrutura

elAstica linear submetida a cargas estaticas, & dado por

F=KU, €3.15

onde F e 9 representam os vetores de cargas e de
deslocamentos nodais, respectivamente, e K & a matriz de
rigidez da estrutura.

Se as propriedades apresentam variagfes aleatdrias em
torno do valor médic, a matriz de rigidez pode ser expandida

em série de Taylor até os termos de segunda ordem como

¢3.20

L7

I

[

Q

i3
e s

[

P‘m

)

N
r\ff]j

1N

&

b

w

onde os a, s¥o variaveis aleatdrias com média zero e
*

autocorrel acionadas, conforme apresentado no capitulo 2, e
K & a matriz de rigidez avaliada com as propriedades
~ o

médias.

Aldém disso,

a K
K = YOS
i P €332
v 72=0
2
a K
K'_ = TS ST
~1) 82 Oa C3. 4>
" =] a=9
De maneira anal oga, as cargas podem apresentar

variac®es aleatdérias em torno da média F , e a expans3o de
~o

segunda ordem toma a forma
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F=F + F a + = EF_,a_a, . €3.5
3 S ~ii 2 ~i3 % §
i=1 L=l i=1
Com isso, os deslocamentos nodais 9 também

apresentarZo flutuagBes em torno do valor médio U e podem

ser expandidos como

N |-

U“a,aj . £3; 82

Introduzinde $3.2), (3.8) e (3.B) no sistema de

equacBes (3.1) e fazendo a = O resulta
P Eo S £8., 72

que representa as equagBes de equilibrio deterministicas,

das quais se obtém os deslocamentos L .
o

Diferenciando a equacg3o (3.1 em relagioc a a, e
T
fazendo a = O chega—-se a
F = XK U + K U, i=t, ...n, 3.8
~% Lt O - ~O ML
ou
W
}:, = IS l;I_\. (e U & 17 3.9
onde
E
E = E = kK U. €3.10
izt b ~ 1 ~ 0o
As equagBes (3.9) permitem determinar os deslocamentos
8]

Diferenciando a equagio (3.1) em relagio a a e a e
i i

fazendo a = 0] resulta

~



F = KU + K U +K U + K U. €3.41D
redy ~L)~ O i ™) .y % ol - R )
ou
e
F .= K U3 isq,: cumn & J5, s oa et s C3.12>
~1) M ML)
e
F.= F.- K. U -K U - K U 3 3. 13
~ij ~ij ~ij ~o M wf g
As equagdes €3.12> permitem determinar os
deslocamentos U .
~ij
Observa-se, que apenas a matriz ED necessita ser

decomposta e isto &€ feite uma Unica vez.
De maneira anidloga a equagio (3.63, os deslocamentos

nodais de um elemento genérico e podem ser escritos na forma

n n ™
i 1=
U®= U% + UWa, =+ = UTa. a., €3.14>
e Ll ] ~L L 2 Lt 5 s S |
1L=4 L=1 j=1
L= L=] L= ~— '
onde U, Ue U . s¥o subvetores apropriados de U, U e
~0 ~1 ~1) ~Oo e 8

U , respectivamente.
=4
As deformagdes £em um ponto do elemento s3o dadas por

e = B° U°, €8 15D

onde §° ] a matriz que relaciona def ormagdes @

deslocamentos.

Introduzindoe €3.14) em (3.185) chega-se a

L-4 L= i e - -
Lo @ F £ a, -+ ~ o B &, 3 C=2.162
& G



(o

onde
2 = gt €3.17
pi) e Ee
g; = BY U7 C3.18>
== B U7 €3.19>
~i) -~ ~=ij
A matriz constitutiva QF do elemento €& expandida na
forma
m ial m
D®= D° + Bra. @ 3 D°a a. : C3.200
P ~ o ~ 1L L 2 ~Lu] oL 1
L=14 1=1 1=1
onde D & a matriz constitutiva avaliada com as
e
propriedades médias e
a D°
& =
2 T e = ¢3.21)
L Ja=0
a’p°
o e i
~i] da_ Ia . L3, 28D
195 Ja=0

As tensOes ge em um ponto do elemento sZEo obtidas por
L-4 (=4

o = 9’ & (3.83

Introduzindo (3.16) e (3.20) em (3.23) chega-se a

o a. a, > (3. 24>

®
N
e
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onde
o = D% £° , 3. 25
e Y. Ta
e = DY £+ D 27 , C3. 26D
Lol ™ ~ L ~O ~ i~
o = D?so + Dé e? + D? s? + DY 5?, P C3.872
o ifs i By S We Nis

por semelhanga com a equag3o (3.1D3.

A partir da equag3o (3.868), pode-se determinar a

esperanga dos deslocamentos nodais como

EfUu] =U_ + C3.28>

0
N |-
-
3=
<
m
&

onde E & a componente da matriz de covariancia dada na

L
equagio (2.6D.
De maneira anadloga s3Zo determinadas as esperangas das

m T

% E £E C3.29
~r) o)

=4 i=1

n

% E o B . €3.300
~1] 1]

te=d

n
i=1

deformacBes e tensSes por

1]
tly

+
[

E[ £7] = £

]

N =

E[ oe] o +

e

As matrizes de covariancia dos desl ocamentos,

deformagBes e tensd®es s3o dadas por
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m™ ™
Covl LU T = UUE .+
L ='2 A ~i~ 3 o]
v i=1
™ ™ n n
1 T
= YU Yy R . E. + E.E. D, €331
P ? ? ? 2 ~ijelkl il gk ik b
i=1 j=1 k=1 T=d

mn m
g
e e e e
Cov[ £,8 ] = e & E 2
- ~i~j 1]
i=1 j=1

kel ™ ™ Lal
£\ NN \ “"’TCEE + E_E D, (3.32)
. ) ) ) ) fijékl il gk 5 :
io7  jwi kea T=4
m n
T
Cov [ o,o'e] = o 0 E +
s g A
L4 i=1
™ ™ n tal
. - . -
1 e e
- E + 2 JC3L B30
4 gi.j»*kLCE:iL jk ELkEjl 5 2
L=1J j=1‘ k=s.‘ L=1-

As express@es para as covaridncias s3o obtidas

considerando as relag@es

E. = O 3. 34D

ikl = Ei.jEkl, * EiLEjk * Ei.}cEj?. > €3.3%
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que sXZo validas para variaveis aleatdrias Gaussianas.

A formulacfo apresentada até aqui ¢ desenvolvida por
Yamazaki et al®t e fornece os valores esperados e
covariAncias, consistentes com a expansfo de segunda ordem.

Entretanto, a disponibilidade de meméria requerida
para armazenar os termos de segunda ordem pode inviabilizar
o método, especialmente em problemas gue envol vem multos
graus de liberdade. Além disso, as somas quadruplas que
aparecem nas expressfes das covariéncias tornam o custo
computacional muito elevado.

Uma solucio eficiente é apresentada por Liu et a1¥® e
& adotada no presente trabalho. Nessa formul agfio, os valores
esperados s#%o consistentes com a expansfio de segunda ordem,
mas as covariAnclias sZo de primeira ordem.

Multiplicando ambos os termos da equagio (3.120 por

% B.. e somando para i e j de 1 a n chega-se a
L)
m n ™ n
> FTE. =K z U E |.c3.3®
~i) o ~o ~ijoig
L=4 ji=4 =4 1=4
A equag3o (3.36> é da forma
F = K U, €3.37>
~2 g 2
onde
m m
F = R CF. - KU -2K.UDE._ ; 3.38>
o2 2 ~i) ~ij~ O B i)
i=41 j=1
™ i
u = 12 U E. . €3. 39
~2 2 ~L] 1)
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Resolvida a equagdoc (3.372, verifica-se que a
esperanga de U & dada per

Eful=1u % U . C3.400
s ~o ~2

Dessa forma, n¥o ha a necessidade de armazénar os
termos de segunda ordem da expanso.

A aproximagX¥o de primeira ordem da matriz de

covariAncia dos deslocamentos & dada por

covli vy ] = ? z U UE €3.41>
Lo SR

Assim, para encontrar as estatisticas dos
des)l ocamentos, deve-se resolver uma vez a edquagdo (3.7, n
vezes a equacio (3.9) e uma vez a equagdo (3.37). Mesmo com
essa simplificagZo, ainda restam n+z sistemas de equagles
que devem ser resolvidos.

Uma alternativa para reduzir o tamanhoe do problema,
consiste em transformar a matriz de covarincia
E. em uma matriz diagonalim. Para isso, & necessario
rgsolver um problema de autovalores analogo a analise modal
em dinamica estrutural. Neste trabalho, essa solugdo nio &
adotada, de forma gque as estatisticas dos deslocamentos s3o
avaliadas através das equagBes (3.40> e (3. 41D0.

Introduzindo €3.19) e (3.39) em (3.29 verifica-se que

L2

E[£]=¢ + BU", C3. 42>

vy

onde G: & o subvetor apropriado de 95
A aproximagZo de primeira ordem para a covariincia das

deformacdes & dada por

Cov[ f?fe] = e & E._. C3.43D
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Resolvida a equagdc (3,372, verifica-se que a

esperanga de U é dada per

EfUl=U = U - C3.40
= o =2

Dessa forma, nZo ha a necessidade de armazenar os
termos de segunda ordem da expans3o.

A aproximagZo de primeira ordem da matriz de

covarifAncia dos deslocamentos € dada por

coviuu 1 = ? ? U UE, . €3. 415

Assim, para encontrar as estatisticas dos
deslocamentcé; deve-se resolver uma vez a edquagdo (3.72, n
vezes a equagio (3.9) e uma vez a equagio €3.372. Mesmo com
essa simplificacXo, ainda restam n+z sistemas de equagles
que devem ser resolvidos.

Uma alternativa para reduzir o tamanho do problema,
consiste em transformar a matriz de covarliancia
Et em uma matriz diagonalio. Para isso, & necessario
r;solver um problema de autovalores andlogo a anidlise modal
em dinAmica estrutural. Neste trabalho, essa solugdo nao &
adotada, de forma que as estatisticas dos deslocamentos s3o
avaliadas através das equag®es (3.400 e (3.410.

Introduzindo €3.19) e (3.39) em (3.29) verifica-se que

E[ s ] =g + u.- o (3.42D

vy

onde G: & o subvetor apropriado de U..

A aproxima¢Zo de primeira ordem para a covariancia das

deformag@es & dada por

b gl ™
T
Cov[ =,e%1 = e E. . C3.43D
ol RS
=4 =g
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De maneira analoga, pode-se mostrar dque a esperanga

das tens%ies & dada por

e[ ¢°] = D° E[ £°]+ & E % cz2p®e® + D%e™ E. . C3. 44
ol ~o ~ 2 i ~ij~o ij

T
Cov[ afa’] = oo E | C3. 458D
AR E E R

Se apenas uma propriedade varia aleatoriamente dentro

do elemento, das equagBes (3.21) e (3.z220 verifica-se que

" {

o i o~
D° = t 5 oE R TR, €3. 46D
L (=4
| 0 SR se L T e
~a
’ i i =
DY = s REE 6 W oSt E R C3. 47D
: DY , se i = j = e
~ee
Nesse caso, a equagio (3.44> toma a forma
il
E[ ¢°] = D E[ P *:*E  + =2 D" £E . (3. 48)
e e o e~ ) @) 2 ~ee~0 @@
i=1
Além disso, as tensdes o? sic dadas por
~ L
Des? , Se i e
i P
o = o C3. 49D
¥ D = & D<® , Se i = e

~o~l ~a~o
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3.3 - Analise dinamica linear

As equacgBes do movimento da estrutura descretizada s3o

dadas por

F = M«

e

119
1<
+
~
=

(3,500

onde F € o vetor de cargas nodais;

A, '3' e 9 s3o vetores de aceleragBes, velocidades e
desl ocamentos nodais, respectivamente;

g, g e g =¥o matrizes de massa, amoriecimentc e

rigidez, respectivamente.

Seguindo o processo apresentado na segZo anterior, as

expansBes em série de Taylor tomam a forma

n n n
F = F -+ Fa -+ i F'aa ) C3.8LD
= ~o E ~1 v 2 ~w) o+ )
L=1 i=1 J=1
n n n
A=A + % Aa + = Aa.a. ., €3. 52>
a ~ oy “E 1 2 1] 1 J
i=1 Ll i=1
in n n
1 7
vV =V + % V.a + = Va a, ., €3.83)
- ~ o ~1 L 2 ~Ly v ]
T=4 i=4 j=1
n n n
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m i3]
C =t & z A & = z C @, &, . 3. 858D
~ ~ o ~ L L 2 ~r) L J
i =1

K a. &, C3.56D

tA
I
-~
+
~
V]
+

e & admitido gue a matriz de massa é deterministica.

Introduzindo as expans®es na equagfo (3.30) e fazendo

tw
i

O chega-se a

F= MA + CV + K U 3. B
~ o fodia il = bl = B df = i = Sad -~
que representa as equagdes deterministicas do movimento.

Diferenciando a equag¢¥o (3.80) em relaglc a a e
L

fazendo a = 9 resulta
3
F = MA + CV + KU , i=1,...n, C3. 580
-3 s ~o ey,
onde
e
F= F - CVY - K. U . 3. 590
il L bk Bl ] il Pl )

Diferenciando a equagZo (3.503 em relagic a a e a,
L J

fazendo a = 0, multiplicando ambos os termos por i E. e
= b i

somando para i @ §j de 1 a n, chega—se a

F = MA » CW. + KU ; C3.60d
~2 ~~2 ~o~2 ~o~2
onde
n ™
F =X CF - C V-K U-2CV -2k UDE (3.61>
2 2 MLy ~ij~ o ~LI~Mo ol | ol S | 1]
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n T
A= = A E._ ! ¢3. 82>
~2 2 B U |

i=1 j=1

™ m
v = 2% V E ; €3.63D
~2 2 ~ij 1}

L=t j=1

T n
0= = ug. C3. 64D
~2 2 ~1] 1]

i=1 i=1

As equacB®es (3.87), (3.58) e (3.80) s3o integradas no
tempo e, para cada instante, sZo avaliadas as estatisticas

dos deslocamentos, velocidades e acelerag@es por

Efu] =u_+ §2 C3. 65
Efv]=v + Vv 3. 66
E[Aa] =4 + A €3.87>
Cov[ U,U ] = EE: U UE C3. B8
poigiber ; ~im~3 o]
i=1 1=1
n ™
cov[ v.v ] = Y;ﬁ V;“%_Y:Eu 3.6
L‘ Ld :
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Cov[ AA ] = A AE . C3. 70D

As estatisticas das deformag®es e tensties s3o obtidas
da forma apresentada na seg3o anterior.

No presente trabalho, as integrages no tempc s3o
efetuadas com o emprego do método de Newmark conforme

apresentado por Bathe”.

Adotando amortecimento de Rayleigh tem-se

C =M+ K, C3.71)

e, em vista das equagBes (3.855) e C3.86), chega-se a

C =M + K , C3.72
~ 0 [ ~ 0o
C. = pBK, i 3,732
Y hall

c = pK. . . C3.74>

3.4 — Analise estiAtica nZEo linear

Neste caso, o carregamento & aplicado em incremenLos

iguais a AF de maneira que, em uma etapa de carga m, a carga
total atuande na estrutura é F".

A equag3o de equilibrio estatico na etapa m & dada por

F" = £CU™, €3. 75
onde gcgm)é o vetor de feorg¢as internas incluinde as n3o
linearidades fisica e geométirica, e UT representa os

desl ocamentos na configurag3o de equilibrio.
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Em termos incrementais a equagfo (3.75) toma a forma

F L S ] U C3.762>
au 929
Por definicZo, o termo entre parénteses representa a
matriz de rigidez tangente da estrutura, ET, avaliada com os
deslocamentos gm.

Logo, a equagXo incremental &

AF = KT AU : e e

Observa-se que esta equagfo ¢ semelhante a (3.1> para
o caso linear, com a diferenga que a matriz g 4 substituida
pela matriz tangente %T e «que agora trabalha-se com
incrementos.

Assim, as equacBes obtidas para o caso linear podem

ser empregadas em forma ineremental, resultando

AF = K" AU ; 3. 78>
AN ~ Lo ~ O
»* m
AF = K AU, t=dy & Ty C3.790
et ~Lo ~ L
com
e m
AF = AF. - K™ AU , €3.800
X ~q, ~b ~0
AF = K™ AU, €3.81)
- ~{Lo ~ 2
onde
hal ia)
AF = = CAF. — K™ AU - 2K™ AU DE . . (3.82
-2 2 Y i) Mo Lk 7 R 75
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Deve-se observar que a matriz tangente KT deve ser
i (=]
obtida com os deslocamentos médios g:. Entretanto, no inicio

da etapa de carga, © dJue Se conhece ¢ o vetor de

deslocamentos 9::“1 para as cargas l:-:m"". Assim, a eqguag3o

(3. 78) deve ser resolvida iterativamente como se segue.

m-—1
Com os deslocamentos U monta-se a matriz tangente
~ o

Kr:-j' e emprega-se o método de Newton—-Raphson para encontrar
51 = |
AU . Inicialmente, resclve-se o sistema

A = B At . C3.83)
~ o ~ i o ~ O
Com AUZ avalia-se o incremento Af nas forgas
oy w0

internas e calcula-se o vetor de desequilibrio y por

-

y = AF_ - Af_ . C3.84D

Em uma iteraci®o genérica i deve-se resolver

w = K © AU (3. 8%

e o incremento AU acumulado até essa iterag3o &
~o
i
AU = ay’ 3. 860
j=1
Com Ago avalia—-se A{‘o e repete-se © processo até a

convergéncia.

O incremento nas forgas internas & dado por

Af = 2 J ge Agedv ; 3,87
v
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onde Age &€ o incremento de tens@es incluindo as n3o
linearidades, e n é o numerco de elementos na estrutura®®

Se a nZ%o linearidade geométrica for considerada, a
matriz ?9 serad fung3o dos deslocamentos atualizados na
iterag¢fo corrente.

Encontradeo o incremento Ago, atualiza-se o vetor de

deslocamentos nodails para
m
v = U 2+ AU ’ 3. 88D

Com os deslocamentos 9:. ¢ redefinida a matriz de
rigidez tangente ETO. Agora, as equagBes (3.79) e (3.8B1) s3o
resolvidas diretamente, sem iterages, ja que ETO € a matriz
tangente atualizada.

Uma vez resolvidas as equagfes (3.78), (3.782 e (3.81>
em uma dada etapa de carga, as estatisticas dos

deslocamentos, deformagBes e tensBes s3o obtidas conforme

apresentado na segdo 3. 2.

3.8 — AnAlise din&mica nZo linear

As equagBes do movimento em forma incremental s3o

dadas por

AF = MAA + CUAYV + KTAU , (3.8

£

onde g? e ET s¥o as matrizes de amortecimento e de rigidez
tangentes avaliadas no instante tm, respectivamente.

Na equag3o (3.89, AF, AA, AY e AU, representam os
incrementos de cargas, aceleragdes, velocidades e
deslocamentos na passagem do instante tmﬂ‘ao instante tm

Comparando as equagBes (3.89 e (3.302, verifica-se

gue ©s sistemas a serem resolvidos s#o dados por
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AF = MAA + CT AV + K" AU , €3.90
~ O L L = ~ Lo ~ o ~io Oy
£
AF = MAA_ + c: LAV o+ K™ AU, i=t,...,n , ¢3.91>
~ L ~ -~ L 'l.- ~1i10 ~ L
com
”
AFY = AF. - Cc™ AV - K" AU , 3,92
~ ~y Eoot 78 R iy MO
AF = MAA + C™ AV + K™ AU, C3.93)
~2 B e G ~to ~2 ~tLo ~2
com
AF ig Ec c™ AV — K™ AU -2¢™ AV -2K" AU DE, . (3.84D
~2 2 ~ i} "“LLJ ~o ~Lti ] ~O o A Mg L ]
As matrizes tangentes C & Kt devem ser avaliadas no
e g A
instante t . Como essas matrlzes sd sH5o conhecidas no
™
instante ot & a equagio C3.90D deve ser resolvida
i

jterativamente empregando o método de Newton-Raphson.
Adotandos © métods de Newmark com coeficientes de

estabilizacBo iguais a 0,8 e 0,85; tem~s&z

W = g T - Y €3. g5
~0 i Ll « | 0
Ak S s AU = e W g™t C3. 06
il = | o -0 1~ Lol =]
onde
a_ = . €3. 97D
ALZ
2
a, = — C3. 08
At

sendo At o tamanho do intervaleo de tempo.
Introeduzinde (3.95) e (3.968) na equagao (3.80) e

substituindo ¢ e K™ por €™ ' e K™ resulta
e ~to “to

~to
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# €
AF = K AU , €3.99
onde

K* = K" '+ aM + ac? €3.100)

to o~ i~to

» o = o A
AF®= AF + 2M Ca V™ i+ AT 4 ac™ Y™ c3ii010
~0 ~ ~ 1~0 ~0 ~to o
A equacdo (3.99) & resolvida iterativamente da mesma
forma apresentada para o caso de anadlise estatica.
Entretanto, o vetor de desegquilibrio em uma iteracio

genérica i & dado por

w = AFY - Af - a MAU - o C"'AU , €3.102>
L p ~o ~ ~o i~te ~o
onde AU é o incremento dos deslocamentos acumul ado até essa
~ 0o
iterag¥o e dado por (3.886D.
No cAlculo do vetor de desequilibric ¢ admitido que a

matriz de amortecimente se mantém constante no passo de
Ltempo.
Uma vez alcangada a convergéncia, os desl ocamentos,

velocidades e acelerag®es s¥o atualizados na forma

Ut = Ut Ay €3.103
AR S\ (3.104)
A" = ATTh+ oaA €3.108)

Com os deslocamentos atualizados s3o redefinidas as
matrizes de rigidez, KT , e de amortecimento, CT . Agora, as
~10o ~to

expressBes (3.91) e (3.93) podem ser integradas no tempo,

sem itera¢g®es, resolvendo equacBSes semelhantes a C2.003.



37

Adotando amortecimento de Rayleigh tem-se

" t= M o+ KT, C3.1082

e as express@es (3.100) a (3.102) tomam a forma

£ i
K = ¢1 + Ba dK™' + Ca + ya DM €3.107
~ o i1 ~io o 4 o~

k] - S = v
AF*= AF  + 2M [co + pov™t + A7 ]+ 2pK] W g3 108
~O - oot i ~e ~.0 ol = o
W m—1
y = AF - Af -Ca + yo DMAU - Bot K AU C3.102
~ o ~o o A, e gy i~to ~ o

Una vez resolvidas as equagBes para um dado passo de
tempo, as estatisticas desejadas s3oc obtidas da forma

apresentada na seglo 3. 3.



4. ANALISE NUMERICA

4.1 — Defini¢Xio do Problema

Neste capitulo, os métodos apresentados anteriormente
s3o testados e compar ados quanto aos aspectos da
confiabilidade da resposta e da eficiéncia computacional. Os
métodos gque empregam sinmulagBes somente sZFo testados em
anilise estatica linear, devido ao gr ande esforgo
computacional requerido. O método dos elementos finitos
probabilistico & testado em anidlise estética e dinamica,
linear e n3c linear.

A estrutura analisada & uma viga biapoiada, submetida
a duas cargas concentradas e equidistantes dos apoios,

conforme indicado na figura 4.1.

: \

¥ .oq g 3
|_ 200 1. 400 |, 200 L <
i 1 1 i | 10
unidade:cm
Figura 4.1. - Geometria da viga

Na analise, a metade da viga ¢ discretizada em 40
elementos isoparamétricos de oito nés para estado plano de

Lensﬁesza, conforme indicado na figura 4.2,
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40

4x10
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L

e 141
% 0% 40

—

Figura 4.2 — Malha de elementos finitos

Os resultados analisados referem-se ao deslocamento
transversal W, a deformagdo longitudinal g e a tens3o
normal o, no né 141. Na analise dinamica apresenta-se
também, a velocidade de vibrag3o transversal, v, do nd 141.

Na geragd3o do campo estocistico, o coeficiente de
Poisson, v, & considerado deterministico e igual a 0,2. O
médule de elasticidade € a tnica propriedade aleatéria
considerada. A anAlise & fella para unm valor médio do mddulo
igual a Eo = 30.000 MPa e para trés valores do coeficiente
de variagfo VE = 0,1; ©0.,2; 0,3.

Para a escala de autocorrelagfo, definida na equagdoc
C2.4), adota-se o valor de 80 cm. Com isso, pode-se admitir
que os elementos s¥o pequenos, ja que a dimensZo do maior
lado & apenas igual a metade da escala de autocorrelagﬁoﬁﬂ

As caréas <sXo consideradas deterministicas.

4.2 - Modelo constitutivo linear
No emprego do mét odo dos elementos finitos
probabilistico, torna-se necessario determinar a matriz

constitutiva média e suas expans@es de primeira e segunda

ordens, conforme apresentado no Capitulo 3.
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Para o caso elistico linear isotrédpico a matriz

constitutiva média € dada porza

° T = vz simétrica =9 €4.15

Como apenas uma propriedade varia aleatoriamente
dentro do elemento, as componentes Pi e QV s85c obtidas a
partir das equagBes (3.46) e (3.47)>. Ao sei considerada a
equagio (2.13, conclui-se que

D. =D ; 4.2

(=)

D =0 . C4. 3

"“"i.-J
Conforme se verifica a partir das equagfes (3.3) e

€3.4), a componente Ki, da matriz de rigidez & nula e a
~i)
componente K é uma matriz que sé recebe contribuigdo do
~L

elemento .

A.3 — Modelo constitutiveoe n3do linear

O modelo constitutivo nZo linear adotado nos exemplos,
& baseado na formula¢Zo proposta por Darwin e Pecknold”.
Neste caso, o© material ¢ considerado ortotrépico com os
eixos de ortotropia coincidentes com as direg¢des das tensdes
principais.

A matriz constitutiva tangente, no sistema principal,

& dada por5

o s B Q L 4.4

simé&trica G1z
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onde E1 e E2 s¥o os médulos tangentes nas duas diregfes e

G =

CE * E —PpoyE B 3 4.5
12 2 i 2

4

e L

A matriz constitutiva no sistema cartesiano global &

obtida por
D =RD R : C4.6D
s = iy

onde R ¢ a matriz de rotagzo.

Na presente analise, admite-se que as direcBes das
tens®es e das deformagBes principails s3o coincidentes. Além
disso, o material & considerado elastico nEo linear e a n3o
linearidade geométrica n3o & incluida.

0O médulo tangente Et’ em uma direc¥o i, & obtido de
uma relacZo tensfo - deformagdo unidimensional. MNa analise
numérica realizada, considera-se a titulo de ilustracio, gque
o material obedece a equagXZo proposta por Desayl e Krishnan®
para o concreto, em compressio. A mesmna equagio sera usada
para trag#o.

A relag3o tens3o-deformagdo unidimensional adotada &

representada na figura 4.3

Gi:x
Eo

R

€o €i

Figura 4.3 - Relag3o tens¥o-deformagcio unidimensional
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A equag®o unidimensional € dada por

i ’ C4.7>

onde 0, = &. 7 & .
L L L=

Para £ adota-se o wvalor ©,004.
o
O mddulo tangente E. & dado por
L

2

1 ~ %,
L N
B =B C4. 8

il n?
L9

e o mddulo secante Eai, &

sl 2 - 4.2

Dadas as deforma¢Bes principais g, B £, 4&S tensBes

principalis s3o obtidas por

" »v E E
o i o1 si s2
=4 § 1)z / ” . G4 10D
2 »¥ E E E 2
s1 s2 =2

Una rota¢c¥o das tensBes principais leva as tensBes
cartesianas globais, com as quais s3o avaliadas as forgas
internas nfo lineares.

As demais observagBes feitas para o caso linear se

aplicam na integra para o caso n¥o linear.
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4.4 - Estudo comparativo dos métodos probabilisticos

Nesta segdio, Ss3o apresentados os resultades obtidos
com os trés métodos apresentados para © caso estitico
linear. Na anaAlise, a carga P atuante na viga, Figura 4.1,
foi considerada igual a 100 kN.

Nas figuras 4.4 a 4.8 s3o apresentados os resultados
obtidos com simulagio de Monte Carlo direta até um total de
500 amostras. Nessas figuras, encontra-se representada a
evolucioc do valor esperado e do desvio padr3o da resposta
com © aumento do numero de simulacBes. S#Ho considerados
trés valores para o coeficiente de variagio do médulo de

el asticidade.

102
100 -
£
E
— 98-
=
L1 ]
©
o 96—
-8 Vg=0,2
| -
@
=1
w
L 94
S
o Vg=0,1
>
92
90 I T 1 1 T
o} 100 200 300 400 500 600

Tamanho da amosira

Figura 4.4 - Valor esperado de W
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Figura 4.8 - Desvio padrio de o,
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Observando as figuras anteriores, conclui-se que o
nimero de simulagBes ¢é suficiente para a convergéncia
estatistica quando o coeficiente de variag3do da propriedade
€ pequeno, VEE 0,2. Para VE= 0,3, entretante, a convergéncia
n¥o & alcangada, o que indica que mais simul agBes devem ser
realizadas. Conclui-se ainda que o valor esperado € o desvio
padrZo da resposta aumentam com o© crescimento do coeficiente
de variag¢fo da propriedade.

Nas figuras 4.9 a 4.14, encontram-se representadas as
respostas obtidas com o método de Neumann para diversas
ordens da expansZo. Nas mesmas figuras, sZo apresentadas as
solucBes pelo método dos elementos finitos probabilistico,
expansZo em série de Taylor, de primeira e segunda ordens.
Os resultados atribuidos ao método de Monte Carlo s3o
agqueles correspondentes a 3500 simul agB®es. MNessas figuras, o

coeficiente de variagZo do médulo de elasticidade foi filxado

em V = 0,3.
E
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Monte Carlo
100 e
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///
—_— | e o — //
E 9
E o8-
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©
(o] 96—
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o
|-
)
a
v
94
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o R G
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92—
90 T 0
| 2 3 4

Ordem da expansdo

Figura 4.9 - Valor esperado de W
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Analisando os resultados, conclul-se que com o©

crescimento da ordem da expans3o, a sclug3o obtida com o©
método de Neumann se aproxima da encontrada através de
simulac3o direta.

Verifica-se, também, que o método dos elementos
finitos probabilistico de segunda ordem fornece excelentes
resultados para os valores esperados. Neste caso, o método &
sensivelmente superior a técnica de expansXo de Neumann. O
desvio padrzo da resposta, entretanto, n3c & satisfatério,
pois a aproximagio da covariancia & de primeira ordem e a
variac¥o da propriedade & grande, v, = 0.3

Nas figuras 4.15 e 4.16 s3o apresentadas as relagBes
entre os valores esperados e © coeficiente de variagZo da
propriedade, obtidas com série de Taylor e através de

simulacio direta.
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Conforme indicado nas figuras, © valor esperado obtido

com expansZo em série de Taylor de primeira ordem ¢&

i ndependente da variagio da propriedade. Isso ocorre
porque nesse caso ele representa a prépria solugHo
deterministica.

Entretanto, os resultados encontrados com expansio de
segunda ordem sZo concordantes com ©S obtidos através de
simulagio direta.

Na tabela 4.1 apresentam—se os tempos de processamento
computacional exigidos pelos métodos testados. Ao menor
tempo encontrado foil atribuide © valor unitario, de forma
que a tabela representa oS tempos de  processamento

relativos.

Tabela 4.1 - Tempo de processamento relativo

Método Tempo de CPU

Série de Taylor de la. ordem 1

Série de Taylor de 2a. ordem 1,42

Neumann de 2a. ordem 108

Neumann de 3a. ordem 118

Neumann de 4a. ordem 121

Neumann de Ba. ordem iz29

Monte Carlo 142
Observande a tabela, verifica-se que métodos que

empregam simulagfo sHo extremamente onerosos do ponto de
vista computacional.

Além disso, constata-se que o método de Neumann nZo
apresentou uma melhoria significativa em relagZo a simulagZo
de Monte Carloe direta. Com isso, o tnico método
computacionalmente viavel foli o método dos elementos finitos

probabilistico, indicado na Tabela como Série de Taylor.
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4.5 - Qutras aplicagBes do método dos elementos finités pro-

babilistico

Os exemplos apresentados nessa seg3o referem—-se
exclusivamente ao mé&todo dos elementos finitos
probabilistico com expans3do de segunda ordem. Esses
exempl os complementam as aplicagBes apresentadas
anteriormente.

Nas figuras 4.17 a 4.19 s3o apresentados alguns

resultados obtidos em anaAlise dinamica linear. Para esse

fim, foi considerado amor tecimento de Rayleigh com

coeficientes ¥y = # = 0,5% e massa especifica igual a 2,855
2,4

kNs “m .

As cargas sXo aplicadas subitamente no instante t=0 e
mantidas constantes aco longo do tempo.

Na figura 4.17 ¢é apresentada a variagdo do valor
esperado do deslocamento transversal com o tempo para VE= o)
e VE= 0,3. O primeiro caso corresponde a vibrag3o

deterministica da viga.



53

Observando a figura, verifica-se que a amplitude

esperada da vibrag3o estocAstica & maior do que a amplitude

obtida deterministicamente.

Verifica—-se também,

nas frequéncias esperadas de vibragZo.

uma redugcio

200

E 150 ;’\\
E oo
= \

\
s \

&
= \ /7 3
S 100+ 1 / A
- b
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@ / \
o \ /
[/
5 \
- \
S N 7
50+ — Ve 0,3
—== V=0
P=100 KN
° T T | I
0 0,05 0,10 0,5 020 025
Tempo t(s)
Figura 4.17 - VibragZo linear amor tecida
Na figura 4.18 sZo apresentadas as velocidades
transversais esperadas para oS casSos deterministico e

estocastico

£,

tensZo normal ¢ .
>

na figura 4.189 indicam-se as variac@es da
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Observando as figuras anteriores, verifica-ée uma
pequena diferenga entre as respostas no primeiro ciclo de
vibragio. Essa defasagem, entretanto, aumenta a medida que
novos ciclos vio sendo considerados.

Nas figuras 4.20 a 4.22, s3o apresentadas as rel agBes
entre os valores esperados da resposta e o coeficiente de
variagio da propriedade para o© caso estatico n3Eo linear.
Nessas figuras as respostas referem—se a uma carga fixa e
igual a 100 kN.

Conf or me se obzserva, os valores esperados do
deslocamento e da deformagio aumentam no mesmo sentido que o
coeficiente de variagZo da propriedade. Por outro lado,
occorre uma reduc¥o da tensfo & medida que se afasta da

resposta deterministica.
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Figura 4.20 - Valor esperado de W
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Na figura 4.23 s3o apresentadas as curvas carga—valor
esperado do deslocamento para oS casos linear e n3o linear.
Para a obteng3o da resposta n¥o linear, as cargas foram
aplicadas 10 incrementos iguais até o valor maximo de 100

kN.
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o T 1 T
0 40 80 120 160
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Figura 4.23 - RelagBes carga-deslocamento

Na figura 4.24 apresentam—se as rel agBes carga-valor
esperado da tens3o para © caso deterministice = para VEz
0,3. A figura refere-se a analise estatica n3o linear com as

cargas sendo incrementadas de BO kN a 100 kN.
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Nas figuras 4.25 e 4.26 s3o comparadas as respostas

obtidas em dinadmica linear e nZo linear.

Conforme se verifica,

maior gquando a n3ao linearidade fisica ¢ incluida.

tens®es, por outro lado,

que JA era de se esperar.

sZp menores no casa ndo linear,

a amplitude do deslocamento &

As

o
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5. CONCLUSOES

Em fungcZo dos resultados apresentados neste trabalho,
algumas conclus@es podem ser obtidas quanto a eficiéncia
computaciocnal e precisfo dos métodos analisados.

Com relagfo ao método de Monte Carlo, verificou-se um
excessivo esforgo computacional requerido para a con-
vergéncia estatistica da resposta. Esse esforgo aumenta com
o crescimento do coeficiente de variac®%o da propriedade do
material. Para grandes variag@es como %2: = (0,3 um numero
muite elevado de simulagBes se faz necessario, © Jque
inviabiliza o emprege do método, especialmente em analise
dinAmica nZo linear.

0O método de Neumann com simulacBes objetiva reduzir o
tempo de processamento computacional sem, entretanto, lograr
muito éxito.

De maneira geral, pode-se concluir que as técnicas que
empregam simulagdes s¥o restritas a problemas de pequeno
porte.

O métode dos elementos finitos probabilistico, por
outre lado, constitui-se numa ferramenta eficiente para
anilise de estruturas com propriedades estocisticas. Dentre
os métodos analisados, esse é o uUnico método viAdvel para
analise dinamica nao linear. A precis3o do método,
entretanto, fica prejudicada quando a variabilidade da

propriedade material & grande.
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