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RESUMO

Neste trabalho, apresenta-se um modelo ndo-linear para a analise de lajes de concreto armado. O
modelo considera a nao-linearidade fisica do concreto em compressao, bem como a colaboracao do
concreto tracionado entre fissuras. A formulagdo ¢ baseada na teoria de placas de Mindlin,
incluindo as deformacgdes no plano médio da laje. A analise estrutural € realizada com o emprego do
método dos elementos finitos, adotando-se um algoritmo iterativo para a solugdo do sistema de
equagdes nao-lineares. Para as integracoes ao longo da espessura da laje, adota-se uma
discretizacdo em camadas. Através da definicdo de propriedades equivalentes, pode-se analisar lajes
macigas e lajes nervuradas de concreto armado.

Palavras-chave: Lajes de concreto armado, lajes nervuradas, analise ndo-linear.

ABSTRACT

In this work is presented a model to nonlinear analysis of reinforced concrete slabs. The model
takes into account the material nonlinearity for concrete in compression, as well as the tension-
stiffening effects. The formulation is based on the Mindlin’s plate theory and includes membrane
deformations. The finite element method and an iterative algorithm are used to nonlinear structural
analysis. A layered procedure is employed to the integrations on the thickness of the slab. Defining

effective properties is possible to analyze solid and ribbed reinforced concrete slabs.
Keywords: Reinforced concrete slabs, ribbed slabs, nonlinear analysis.

1-INTRODUCAO

O conhecimento do comportamento das
lajes de concreto armado, principalmente ap6s
a fissuracao do concreto, ¢ de grande interesse
para a engenharia estrutural. Nesse sentido,
sdo desenvolvidos estudos experimentais e
numéricos, com o objetivo de analisar a
resposta da estrutura frente a um carregamento
dado. Apesar das dificuldades inerentes a
experimentacdo em  laboratorio, alguns
resultados  experimentais  podem  ser
encontrados na bibliografia [1,9,11,15].

Por outro lado, o desenvolvimento do
método dos elementos finitos e dos modelos
para analise ndo-linear de estruturas, tornou a
analise numérica uma alternativa barata, e

relativamente confidvel, para o estudo das
lajes de concreto armado [4,7,8,10,13,14].
Quando se trata da analise de lajes macigas,
emprega-se o denominado método laminar, em
que a laje macica ¢ divida em diversas laminas
ou camadas de pequena espessura. A matriz de
rigidez e as agdes nodais ndo-lineares sao
obtidas, considerando-se que as tensdes nao
variam ao longo da espessura de uma mesma
lamina. Esse procedimento ja ¢ tradicional,
tanto para a analise de placas, quando para a
analise de vigas e cascas de concreto armado.
O modelo laminar também pode ser
empregado para a andlise de lajes nervuradas
de concreto armado. Para isto, deve-se
trabalhar com propriedades equivalentes do
concreto, para que o modelo seja capaz de
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representar os vazios deixados na estrutura
pela eliminagdo de parte do concreto da zona
tracionada. Quando os vazios forem
permanentemente preenchidos com blocos de
um material estrutural secundario, esse efeito
favoravel pode ser considerado, adotando-se
propriedades equivalentes para esse material.

Neste trabalho, apresenta-se um modelo
ndo-linear para a andlise de lajes macicas e
lajes nervuradas de concreto armado. O
modelo considera a ndo-linearidade fisica do
concreto em compressdo, bem como a
colaboragdo do concreto tracionado entre
fissuras. A formulagdo ¢ baseada na teoria de
placas de Mindlin e inclui as deformacdes
normais no plano médio da laje. A andlise
estrutural ¢ realizada com o emprego do
método dos elementos finitos, utilizando-se o
elemento isoparamétrico quadratico de oito
nods. Para cada nd, consideram-se cinco graus
de liberdade, sendo trés deslocamentos e duas
rotacoes independentes do deslocamento
transversal do plano da laje. Um algoritmo
iterativo ¢ empregado para a solucdo do
sistema de equagdes ndo-lineares.

Na proxima se¢do, descreve-se o
procedimento para andlise de lajes macicas e
de lajes nervuradas de concreto armado,
empregando-se o modelo laminar. Os modelos
constitutivos para o concreto € para 0 ago sao
apresentados na secdo seguinte. Ao final do
trabalho, comparam-se os resultados obtidos
numericamente com respostas experimentais
de lajes disponiveis na bibliografia.

2 - MODELO LAMINAR PARA ANALISE
DE LAJES DE CONCRETO ARMADO

Na fig. 1, apresenta-se uma laje macica de
concreto armado situada no plano x-y, onde a
espessura /# foi dividida em »n camadas de
concreto de espessura constante Ah=h/n. A
laje pode ter diversas camadas de armadura,
orientadas arbitrariamente em relagdo ao
sistema de eixos X-y.
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Fig. 1 — Laje maciga de concreto armado

As seguintes propriedades do concreto sdo
empregadas no modelo constitutivo, descrito
na proxima secao:

f. = resisténcia a compressdo simples;

f.; = resisténcia a tracdo simples;

E, = moédulo de deformagdo longitudinal,
tangente a origem do diagrama tensdo-
deformagao;

v = coeficiente de Poisson.

No caso da laje macica indicada na fig. 1,
essas  propriedades  sdo  consideradas
constantes e iguais para todas as n camadas
de concreto.

Uma armadura genérica, de area A por

unidade de comprimento, fazendo um angulo
¢,; com o €eixo X, ¢ substituida por uma lamina

continua de espessura ¢, =4 com as

Si
seguintes propriedades:

E ;= modulo de elasticidade do ago;

S = tensdo de escoamento do ago.

Na fig. 2, indica-se uma secdo transversal
de uma laje nervurada, obtida através de um
corte paralelo ao eixo x. Neste caso, admite-se
que o sistema de eixos x-y ¢ orientado
segundo as dire¢des das nervuras.
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material de enchimento
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Fig. 2 — Sec¢ao transversal de laje nervurada

As nervuras da dire¢do y, representadas na
fig. 2, possuem uma largura b, ¢ uma altura

h

espacamento entre essas nervuras ¢ S,. A

w», abaixo da mesa de espessura hy. O

armadura de flexdo em cada nervura possui
uma drea total igual a A . As armaduras
existentes na mesa nao estdo representadas na
fig. 2.

Um corte paralelo ao eixo y indicaria as
nervuras da dire¢do x, as quais tém largura b,
altura #,,, espagamento S, e uma area de aco
A, .
Assim como foi feito para a laje maciga, a
laje nervurada é divida em »n camadas ao
longo da espessura /. As camadas podem ter
uma espessura constante Ak = h/n, ou pode-se
adotar espessuras diferentes, sendo
Ahy =hy /nl, para a regido da mesa, ¢
Ah,, =h,,[n,, para a regido das nervuras,
com n = ny + ny.

Para as camadas de concreto situadas na
mesa de espessura h,, consideram-se as
propriedades mecanicas originais f,., f., E,

ev.

Para as camadas de concreto situadas na
regido das  nervuras, adotam-se  as
propriedades equivalentes f.., f..€ E..,

dadas por
fce :ﬂcfc; fcte :ﬂcfct; Ece :ﬂcEc (1)

onde

Be = \lﬂcxﬂcy (2)

Os coeficientes redutores das propriedades
do concreto, para a regido das nervuras, sdao
dados por

b b
L By = 3)

:%+% :@+%

Bex

Considera-se que o coeficiente de Poisson
v permanece com o seu valor original em toda
a espessura da laje.

As armaduras contidas nas nervuras sao
representadas por laminas de espessura ¢, e

t, , dadas por

A Asy
h=hes, T es, @
x+ X y+ y

Com esse procedimento, pode-se empregar
o modelo laminar para a andlise de lajes
nervuradas, de modo idéntico ao que ¢ feito
para as lajes macigas.

Se houver material de enchimento com
resisténcia mecanica satisfatoria que justifique
a sua consideragdo, pode-se  definir
propriedades equivalentes para o mesmo. Por
exemplo, se E, representa o modulo de

elasticidade do material de enchimento, o
modulo de elasticidade equivalente £E,, ¢

dado por

Ey, =E) ek ik (5)
by +S, \ by, +5S,

Das equacgdes (1) e (5), verifica-se que o
modelo laminar equivalente considera a
isotropia para a parte inferior da laje (na regido
das nervuras), mesmo no caso em que as
nervuras possuem larguras e espagamentos
diferentes segundo as duas direcdes. Essa
aproximacao ¢ justificavel porque, no caso das
lajes nervuradas de concreto armado, os
efeitos da ortotropia, decorrentes do uso de
nervuras diferentes segundo as duas dire¢des,
sdo pequenos, principalmente apds a
fissuragao do concreto.

Observa-se que o modelo empregado para
as lajes nervuradas ¢ capaz de reproduzir o
comportamento das lajes macigas. Para isto,
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basta adotar S, =S, =0 e desconsiderar o

material de enchimento.

3 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS
PARA A TEORIA DE PLACAS DE
MINDLIN

Na teoria de placas de Mindlin[12], as
rotagdes  6,.(x,y) e 0, (x,y)  sdo

independentes da flecha w(x,y) da superficie

média da placa. Com isso, sdo consideradas as
deformacdes por corte da placa. No caso das
lajes de concreto armado, deve-se considerar,
ainda, os deslocamentos u,(x,y) e v, (x,y)

no plano da laje pois, de um modo geral, a
superficie média ndo coincide com a superficie
neutra.

Assim, ao empregar o método dos
elementos finitos, consideram-se cinco graus
de liberdade para cada n6 do elemento: um
deslocamento transversal, duas rotagdes e dois
deslocamentos no plano do elemento [14].

A matriz de rigidez do elemento finito, K,

¢ dada por

Ke:jBTDBdA (6)
A

e

onde a integracdo ¢ feita ao longo da area
A, do elemento.

Na equacdo (6), B ¢ a matriz que relaciona
as deformacdes generalizadas com os
deslocamentos nodais e D ¢ a matriz de
constantes elasticas do material, integrada na
espessura da laje.

Na  montagem de K,, pode-se

desconsiderar a contribuicdo das armaduras
pois, como o equilibrio ¢ garantido através de
um processo iterativo, a matriz de rigidez so ¢
empregada para inicializar o processo. As
armaduras sdo incluidas no calculo das agdes
nodais ndo-lineares, durante os ciclos
iterativos. Desse modo, a matriz D inclui as
propriedades do concreto e do material de
enchimento, quando houver.

Considerando um material isotropico e
elastico linear sob um estado plano de tensoes,
tem-se a matriz de constantes elasticas

I v 0
E-—2 v 1 o )
=0 0 (1-v)2

onde £ ¢ o modulo de elasticidade e v € o
coeficiente de Poisson.

Para a obtencdo da matriz D para a laje
nervurada, considera-se a laje equivalente

composta pelos trés materiais, indicada na fig.
3.

@ superficie média

Ih The

1@% [ e

Fig. 3 — Laje equivalente composta por
trés materiais

O material 1, correspondendo ao concreto
da mesa, possui as propriedades f., f,.,, E. €
v. O material 2, representando o concreto das
nervuras, possui as propriedades equivalentes
Jfeer Jfee€ E.., dadas na equacdo (1), e um
coeficiente de Poisson igual a v. O material 3,
correspondendo ao enchimento, possui um
modulo de elasticidade equivalente E,,, dado

na equagdo (5), e um coeficiente de Poisson
Vp .
A matriz D ¢ dada por

D, D, 0
D=|D;,; Dy 0 (8)
0 0 D,

A submatrizes D;; e D,, incluem os
termos de estado plano de tensdes e de flexao.

A submatriz de acoplamento D, = D;
nao ¢ nula porque, mesmo para o caso eléstico
linear, a superficie média da laje ndo coincide
com a superficie neutra, como se deduz da fig.
3.

A submatriz D33 inclui  os  termos

correspondentes as deformagdes por corte.
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Considerando os 3 materiais representados
na fig. 3, tem-se que

Dy =) 4K, 9)
j=l
3
D, =) SE, (10)
J=1
3
Dy =) 1E; (11)
j=1

onde a matriz E; ¢ obtida da equagdo (7),
considerando o moédulo de elasticidade e o
coeficiente de Poisson do material ;.

Para o emprego das equacdes (9) a (11),
utilizam-se as seguintes expressoes para 4,

Sjelj:

a)Se j=1:
A;=h; (12)
hy—h
Sy =hy| =5~ (13)
3 hy—h\
s /
Ii=—L+n|-L— 14
712 f{ 2 ) (9
b)Se j=2,3:
A; =h, (15)
h—h,
Sj:hw( : ] (16)
3 h—h, )
I.="2+h B 17
=T W[ ; j (17)

A submatriz D33 ¢ dada por

3

5 G; 0

D :_EA. 18
33 6j:1 {O G} (18)

A constante 5/6 leva em conta que as
tensdes de cisalhamento ndo sdo uniformes ao
longo da espessura da laje. O modulo de
G, -

2(1+v;)
obtido com as propriedades do material
j=123.

Observa-se que a matriz D ¢ obtida através
de integragdo exata, ao longo da espessura da
laje.

Para a obtencdo da matriz de rigidez do
elemento finito, indicada na equagdo (6),
adota-se um processo de integracdo seletiva.
Para os termos correspondentes a submatriz
D;;, adota-se integragdo numérica com 2x2

elasticidade transversal

pontos de Gauss. Os demais termos sdo
integrados  com  integragdo  completa,
adotando-se 3x3 pontos de Gauss ao longo da
superficie do elemento finito.

Apdés a montagem da matriz de rigidez
global da estrutura e a introdugdo das
condigdes de contorno, resolve-se o sistema de
equagdes linearizadas para a obtencdo da
primeira aproximagao para os deslocamentos
nodais. O vetor de deformagdes generalizadas
&, em um ponto de integracdo situado na
superficie de um elemento finito, ¢ igual a
&=BU,, onde U, representa o vetor de
deslocamentos nodais do elemento.

Conhecido &, pode-se obter as

deformagdes normais &,, &, ¢ a distor¢do

7y Do centro de uma camada genérica,

situada ao longo da espessura da laje. As
distor¢des y,, e y,, ndo variam na espessura

da laje.
As tensdes de cisalhamento 7, e 7,, sdo
dadas por
5 5
Txz :_Gjyxz ) z-yz :_Gjyyz (19)
6 6
onde G; ¢ o modulo de elasticidade

J
transversal do material considerado.

Na secdo seguinte, apresentam-se 0S
modelos constitutivos para o célculo das
tensdes no concreto e nas armaduras, no plano

X-y.
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4 - MODELOS CONSTITUTIVOS PARA
OS MATERIAIS

Na fig. 4, representa-se o diagrama tensao-
deformac¢do do concreto, obtido em um ensaio
de compressdo simples.

GC A

f._ _________

C

»
’

80 Su 8C

m

Fig. 4 — Diagrama tensdo-deformacao do
concreto comprimido

De acordo com o CEB/90 [5], a relacdo
tensdo-deformagdo para o concreto sob
compressdo uniaxial pode ser representada por

| kn=n?
Jc - fc|:1+(k_2)77:| (20)

onde k=—FE.&,/f. en=¢./¢, .

Para a deformagdao &,, correspondente a

0°
maxima tensao, adota-se o valor —0,22%.
A deformacdo de ruptura é ¢, =n$,8,,

onde
12

2
1(k 1(k 1
=—|—+1|+|=| =+1| —= 21
Tu 2[2 j 4(2 ) 2 @)

Segundo o CEB/90, o moédulo de
deformagao longitudinal inicial, E_., pode ser

estimado a partir da resisténcia média a
compressdo, f,,através da expressao

E, =21500(f, /10)"3 (22)

com f, e E, em MPa.

Para o concreto tracionado, adota-se o
diagrama tensdo-deformag¢do indicado na fig.
5.

Oct A E

ct”

»
>

€ €

cr ct

Fig. 5 — Diagrama tensao-deformagao para o
concreto tracionado

A tensao de tracao no concreto, o, ¢ dada

ct»
por

o-ct :Ecgctﬂ S€ gct Sgcr :fct/Ec (23)

a
&
O = fct (i) »S€ &y > &y (24)

ct

onde  =0,15f,,,com f,, em MPa.

De acordo com o CEB/90, a resisténcia a
tracdo do concreto, f.,, pode ser estimada a

partir da resisténcia média a compressao, f.,
através da expressao

B 1.8 2/3
P

com f,. e f, em MPa.

A equagao (24) leva em conta a
colaboragdo do concreto tracionado entre
fissuras. Expressdes semelhantes a essa tém
sido empregadas por outros autores [3,17],
porém, com um valor constante para o
coeficiente o . Entretanto, a comparacdo dos
resultados obtidos numericamente com a
resposta experimental de diversas lajes de
concreto armado indica que o coeficiente «
ndo deve ser constante.

Na fig. 6, apresentam-se alguns diagramas
tensdo-deformacdo para diferentes valores do
coeficiente a. Observa-se que o
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J4

comportamento poOs-fissuragdo € tanto mais
fragil, quanto maior for a resisténcia a tragao
do concreto.

4.0 1

Tens odetra o no concreto (MPa)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Deforma o de tragédo (por mil)

Fig. 6 — Diagramas tensao-deformagao para
diferentes valores de o

Apoés a obtencdo das deformagdes normais
&y, €, © da distorgdo y,, em uma camada

genérica, localizada em wum ponto de
integragdo na superficie da laje, calculam-se as
deformagdes principais no concreto & € &,,

com & =&, . Para levar em conta o efeito de

Poisson, empregam-se as deformagdes
uniaxiais equivalentes, ¢;,¢€ &,,, dadas por

_ &1 +V82

23] + 125
Ele = =

5 €2 2

’ (26)
1—v 1-v

onde v=0,2 é o coeficiente de Poisson do

concreto.

Entrando com as deformacdes uniaxiais
equivalentes nos diagramas tensao-deformagao
do concreto, obtém-se as tensdes principais o

e 0,. Retornando ao sistema de eixos x-y,

resultam as tensdes o O c 7 no

x> Py xy
concreto.

Esse procedimento ¢ empregado enquanto o
concreto ndo estiver fissurado, ou seja,
enquanto &), < &,

Quando surge uma fissura na camada

considerada, sua orientagdo ¢ fixada.
Considera-se que a fissura ¢ perpendicular a

dire¢do da deformagdo principal méxima &;.
O angulo ¢, entre a dire¢do de & e 0 eixo x €
fixado. Consideram-se, desse modo, dois
sistemas de eixos: o sistema global x-y e o
sistema local 1-2, com a dire¢do 1,
perpendicular a fissura, fazendo um angulo ¢
com 0 €iXo X.

A partir do surgimento da fissura, despreza-
se o coeficiente de Poisson do concreto. As
deformagdes no sistema local 1-2 sdo dadas
por

2 2

& c s sc £,

2 2
& ¢=| s c —sc &, ¢ (27)
712 ~2s¢ 2s¢ ¢ —s? 7V xy

onde ¢ =cos¢ e s =seng.

Entrando com as deformagdes &, € &, nos
diagramas tensdo-deformacdo do concreto,
obtém-se as tensdes normais o, € 0,. A
tensdo tangencial ¢ dada por 7, = G2,
onde Gy, ¢ o modulo de corte do concreto

fissurado [6,16,17].
Nesse trabalho, emprega-se a expressao

Gy =(E + E,)/4 (28)

e Ey=0,/¢, sdo os
modulos de deformacgdo secantes nas direcoes

1 e 2, respectivamente.

onde E;=o0,/¢

Obtidas as tensdes O = {0'1,0'2,112}T no
sistema local 1-2, retorna-se ao sistema global
x-y através da relagdo O = R0 *, onde R
¢ a matriz de rotagdo que aparece na equagao

27)e O = {ax,ay,rxy}T ¢ o vetor de tensoes

no concreto no sistema x-y.
Ao empregar o modelo constitutivo,
adotam-se as propriedades f., f., E. e v

para o concreto da mesa da laje (material 1
indicado na fig. 3). Para o concreto das
nervuras (material 2 representado na fig. 3),
deve-se adotar as propriedades equivalentes

f(,’e’ fctee Ece no lugar de fC’ fCt € EC’

respectivamente.
Para os agos, adota-se um comportamento
elasto-plastico perfeito em tragdo e em
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compressdo. Assim, se &, ¢ a deformacgdo
normal na dire¢do das armaduras, a tensdo o

correspondente ¢ dada por
o,=E.&,, se |5S|<fy/Es (29)

oy =1, (£S/|€S|) .seleg|> £, JE;  (30)

onde f, ¢ a tensdo de escoamento ¢ E; ¢ 0

modulo de elasticidade do aco.
Neste trabalho, adota-se £ =200 GPa.

Definindo o vetor de deformagdes

€={€x,£y,yxy}T, obtém-se a deformacao

normal nas armaduras através da relagao
e, =R &, onde a matriz de rotagdo R, ¢

dada por
R = lcos2 2
s =|cos” @, sen” @, sen @ cos¢s] (31)

sendo ¢ o angulo entre a dire¢do da armadura

€ 0 €1X0 X.
Ap6s o célculo da tensdo o, na armadura,

retorna-se ao sistema Xx-y, obtendo-se as

tensdes {O‘SX,O'Sy, Tsxy}z o,R;.

A consideragdo do material de enchimento
exige a definigdo de modelos constitutivos
para o mesmo. Isto pode ser feito de maneira
anadloga ao que foi apresentado para o
concreto. Entretanto, o material de enchimento
ndo ¢ considerado nos exemplos apresentados
a seguir. Por isso, a modelagem desse material
sera omitida.

Apds o calculo das tensdes no concreto e
nas armaduras, efetuam-se as integragdes na
espessura da laje para a obtencao dos esforcos
solicitantes. Finalmente, esses esforgcos sdo
integrados na area do elemento finito, para a
obtengdo do vetor de ag¢des nodais nao-
lineares. Nesse processo, emprega-se a
integragdo seletiva, adotando-se 2x2 pontos de
Gauss, para os termos relativos aos esforgos
cortantes, € 3x3 pontos de Gauss, para os
termos de flexao e estado plano[14].

Em virtude da nao-linearidade fisica,
resulta um desequilibrio entre o vetor de
cargas nodais e o vetor de a¢des nodais nao-
lineares, o que exige o emprego de um
processo iterativo. Diversos algoritmos

iterativos tém sido desenvolvidos para a
solucdo desse sistema de equagdes nao-
lineares. Neste trabalho, emprega-se o
denominado método secante-Newton, como
descrito em [2].

Incrementando a carga, pode-se obter uma
resposta completa até a ruina da laje.
Considera-se a ocorréncia da ruina quando a
deformagdo de compressdo no concreto, &,

for menor que a deformacao limite ¢, =7,¢,,

com 77,, dado na equagdo (21).

5 - RESULTADOS

O modelo desenvolvido neste trabalho foi
implementado em um programa de elementos
finitos para a andlise de lajes de concreto
armado[14]. Nesse programa, emprega-se o
elemento finito isoparamétrico quadratico de 8
noés. Cada n6 apresenta os 5 graus de
liberdade, descritos anteriormente.

A seguir, apresentam-se as respostas
obtidas para 6 lajes macigas e 6 lajes
nervuradas, em comparagdo com resultados
experimentais disponiveis na bibliografia.

5.1 - Lajes macicas

Na fig. 7, indicam-se as caracteristicas
geométricas das lajes macicas analisadas.
Todas as lajes sdo quadradas, com lados iguais
a L, sendo armadas com uma malha
ortogonal. A armadura de area 4, faz um

angulo ¢, com o eixo X. As distancias das
armaduras até o topo da laje sdo d; e d,, para

as armaduras de dareas A e Ay,

s1
respectivamente.

Yy A
=

h d i d ZI <
I. 2 (]

s1

b3 4

Fig. 7 — Geometria das lajes macigas
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Na tabela 1, indicam-se as dimensdes € as
propriedades dos materiais das lajes.

Tabela 1 — Dimensdes e propriedades
dos materiais
Autor | Laje | L h fe fy

[ref.] cm | cm | \Mpa | MPa

McNeic 91,4 | 4,5 | 38,0 | 345
e

[11]

Taylor | S1 | 183 | 5,1 |35,0 | 376
[15]

S6 | 183 | 5,1 | 35,3 | 420

S7 | 183 | 4,4 | 38,2 | 376

Abdul- S7 150 | 7,5 | 36,0 | 398
Wahab
[1] S8 150 | 9,5 | 28,5 | 398

Na tabela 2, indicam-se as armaduras
existentes nas 6 lajes macigas analisadas.
Observa-se que, na analise numérica, adotou-
se d; =d,, exceto para as lajes de Taylor. A
laje S6, ensaiada por Taylor et al.[15], possui
uma armadura em malha, inclinada de 45° em
relacdo ao sistema de eixos Xx-y.

Tabela 2 — Armaduras das lajes macigas
Laje | Ay | Ay | dy | dy | &y
[ref.]

cm’m | cm?m | cm | cm
2,83 2,83 [3,331333] 0

[11]
SI | 2,34 | 2,80 |438|391| 0
[15]
S6 | 2,00 | 2,34 |438|391] 45°
[15]
S7 | 2,80 | 3,18 |3,69|321| 0
[15]
S7 | 3,00 | 3,00 |6,30]630| 0
[1]
S8 | 3,00 | 3,00 |830|830| 0
[1]

No ensaio realizado por McNeice[11], a
laje foi apoiada apenas nos quatro cantos e foi
submetida a wuma carga concentrada P,
aplicada no seu centro. A flecha foi medida no

ponto 1, situado a 7,62cm do centro da laje,
medido na dire¢do do eixo y.

Na fig. 8, apresentam-se as relagdes entre a
carga aplicada e a flecha. Os pontos indicados
nessa figura representam os resultados
experimentais e a linha cheia corresponde a
resposta teorica obtida com o modelo
computacional. Para a analise numérica, a laje
foi discretizada em 6x6 elementos finitos.
Conforme se observa, ha uma boa
concordancia entre a resposta tedrica e os
resultados experimentais para todos os
estagios do carregamento.

15 —

°
T [
12
g oo
D- -
S °
T 6
(@)
3— . .
Laje de McNeice
0 T I T I T I T I T I
0 2 4 6 8 10

Flecha no ponto 1 (mm)
Fig. 8 - Laje macica ensaiada por McNeice[11]

As lajes ensaiadas por Taylor et al.[15],
foram simplesmente apoiadas nos quatro lados
do contorno e foram submetidas a uma carga
uniformemente distribuida. Nas figuras 9 a 11,
apresentam-se as relacdes entre a carga total
aplicada e a flecha no centro das lajes. Os
pontos indicados nessas figuras representam os
resultados experimentais e as linhas cheias sdo
as respostas obtidas, discretizando-se as lajes
em 10x10 elementos finitos.

Como se observa, o modelo numérico
reproduz muito bem o comportamento
experimental, exceto para a laje S7, nos
estagios finais do carregamento.
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0 5 10 15 20 25 30
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Fig. 9 - Laje macica S1 - Taylor et al.[15]

100 —

80 —

60 —

40 -
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20 Laje S6 (Taylor et al.)
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0 4 8 12 16 20
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 10 - Laje macica S6 - Taylor et al.[15]
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Laje S7 (Taylor et al.)

0
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5 10 15 20 25 30 35 40 45

Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 11 - Laje maci¢a S7 - Taylor et al.[15]

I
0

As lajes macicas S7 e S8, ensaiadas por
Abdul-Wahab e Khalil[1], foram simplesmente
apoiadas nos quatro lados do contorno. A
carga aplicada foi distribuida uniformemente
sobre um quadrado de 30cm de lado, cujo
centro coincide com o centro da laje. Na
fig.12, apresentam-se as curvas obtidas,
discretizando-se as lajes em 10x10 elementos
finitos,  juntamente com o0s  pontos
experimentais. Novamente, verifica-se uma
boa concordancia entre as respostas tedricas e
os resultados experimentais.

100 —
. .
80 —
< 60—
P s7
o)) [ J
© 40—
o
20
Lajes macicas

o711 T T T T T 1
0 2 4 6 8 10
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 12 - Lajes macicas ensaiadas por Abdul-
Wahab e Khalil [1]

5.2 - Lajes nervuradas

Na tabela 3, indicam-se as caracteristicas
geométricas de seis lajes nervuradas ensaiadas

por Abdul-Wahab e Khalil[l]. As lajes
possuem nervuras iguais nas duas diregdes,

isto ¢, b=b,=b, ¢ §=8,=5,. Todas as

lajes sdo quadradas com lado L =150cm.

Tabela 3 —Dimensdes das lajes nervuradas
(cm)

Laje b hy h,, h S

S1 52 1 20 | 75 9,5 8,4
S2 52 1 20 | 75 95 | 11,5
S3 52 1 20 | 75 9,5 | 16,2
S4 52 1 20 | 75 9,5 | 24,8
S5 57 1 20 | 10,5 ] 12,5 | 11,0
S6 47 | 20 | 45 6,5 | 12,0
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Todas as seis lajes foram armadas,
colocando-se uma barra de 8mm de didmetro
em cada nervura. A tensao de escoamento do
ago ¢ f,, =398MPa.

Na tabela 4, indica-se a area de aco, 4, a
altura Util média, d, e a resisténcia a
compressdo do concreto, f,., para as lajes
nervuradas.

Tabela 4 — Armaduras e resisténcias
do concreto

Laje | A, (cm*m)| d(cm) | f.(MPa)
S1 3,70 8,30 31,3
S2 3,00 8,30 32,0
S3 2,30 8,30 31,4
S4 1,70 8,30 28,9
S5 3,00 11,30 29,9
S6 3,00 5,30 29,1

As lajes nervuradas foram simplesmente
apoiadas nos quatro lados do contorno e
submetidas a uma carga distribuida sobre um
quadrado de 30cm de lado, cujo centro
coincide com o centro da laje. Para a andlise
numérica, empregou-se uma discretizacdo em
10x10 elementos finitos.

Na fig.13, apresentam-se as curvas teoricas
e os pontos experimentais para as lajes SI1 a
S4.

Essas quatro lajes possuem mesma
espessura /2 e nervuras com a mesma largura
b, sendo variado o espacamento S entre as
nervuras. Com isto, resultaram dareas de
armadura, por unidade de comprimento,
diferentes para as quatro lajes.

Conforme se observa, a laje S1, que possui
0 menor espacamento entre nervuras € a maior
area de aco, ¢ a que apresenta a maior rigidez.

80 — A
S1 >
. A
S2
60 — A TS
= i N S3
4
E_’ [ J
40 — *
©
S S4
[ i
S TS
20 — ®
1 Lajes nervuradas
0 T T T T T T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 13 - Lajes nervuradas ensaiadas por
Abdul-Wahab e Khalil [1]

Na fig. 14, apresentam-se os resultados para
as lajes S5 e S6. A laje S5 ¢ mais rigida
porque possui uma espessura maior. Neste
caso, as lajes foram projetadas com largura e
espagamentos entre nervuras praticamente
idénticos. A area da armadura, por unidade de
comprimento, ¢ a mesma para as duas lajes.

120
*
100 -
—~ 80—
z
S
o
60—
o
—_
©
O 40+
20

Lajes nervuradas

OT—T T T T T T "1
0 2 4 6 8 10 12 14
Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 14 - Lajes nervuradas ensaiadas por
Abdul-Wahab e Khalil [1]

Observando as figuras 13 e 14, verifica-se
que o modelo tedérico consegue reproduzir
satisfatoriamente o comportamento das lajes
nervuradas de concreto armado.
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6 - CONCLUSOES

O modelo desenvolvido neste trabalho
permite analisar lajes macicas e lajes
nervuradas de concreto armado. Para isto, ¢é
necessario definir propriedades equivalentes
para o concreto e para o material de
enchimento.

O modelo foi testado, comparando-se as
respostas teodricas com resultados
experimentais de lajes macicas e de lajes
nervuradas. Em todos os exemplos, obteve-se
uma boa concordancia entre a resposta tedrica
e os resultados experimentais.

Da analise de diversos resultados,
verificou-se que um fator determinante para o
comportamento das lajes de concreto armado €
a colaboracdo do concreto tracionado entre
fissuras. Os modelos usualmente empregados
para o concreto tracionado consideram um
comportamento poOs-fissuragdo independente
da resisténcia a tracdo do concreto. Entretanto,
os resultados experimentais indicam a
existéncia dessa dependéncia, o que inviabiliza
a utilizacdo desses modelos para a analise de
lajes nervuradas. Nestes casos, a resisténcia a
tracdo equivalente do concreto pode sofrer
grandes variagoes, dependendo das
caracteristicas ~ geométricas  das  lajes
nervuradas. O modelo proposto leva em conta
o valor da resisténcia a tracdo no
comportamento pos-fissuragao do concreto.
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