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PREFACIO

De um modo geral, um pitar esbelto de concreto armado apresenta uma
relacdo carga-deslocamento ndo-linear. Essa ndo-linearidade ¢ comumente dividida
em duas categorias distintas: a ndo-linearidade {fsica, decorrente do comportamen-
to mecdnico dos materiais, ago e conereto, & a ndo-linearidade geamétrica, oriunda
da influéncia que t8m os deslocamentos nas solicitagBes da estrutura.

Em vista disso, a andlise desse elemento estrutural pode se tornar
exaustiva, exigindo técnicas numeéricas apropriadas.

Neste trabalho apresentamos algumas técnicas para anilise & dimensiona-
mento de pilares esbeltos de concreto armado. O trabalho se encontra organizado
na mesma ordem em que os algoritmos Toram sendo desenvolvidos.

No primeiro capétulo discutimos os principais aspectos refativos a
estabilidade de barras esbeltas. As propriedades dos materiais, bem como as
hipdteses admitidas em todo o trabatho, também se encontram nesse capitulo.

Uma técnica para a analise de pilares esbeltos de cencreto armade,
baseada na analogia de Mohr, é apresentada no capitulo 2, onde os efeitos da
fluéneia e da retracdo sdo considerados. Esse esquema de solucio é posteriormente
implementado em um algoritmo de dimensionamento, dando origem ao capitulo 3,
Com esse algoritmo foi pessivel elaborar as tabelas para dimensionamento constantes
do Anexo.

MNos capitulos 4 e 5 s30 apresentadas as técnicas de diferencas finitas e
de elementos finitos, respectivamente, para a andlise de pilares sob cargas de
curta duracgo. A solucdo € encontrada através do processo iterativo denominado
Método de Newton-Raphson Modificado. Esse método, tradicionzlmente utiliza-
do em andélise ndo-linear de estruturas de concreto armado, pode levar a um alto
custo computacional, devido ao elevedo ndmero de iteracBes necessarias &
convergéncia. Com o objetivo de acelerar a convergéncia do método, associamos
ao mesmo as formulas de extrapolacdo apresentadas no capitulo 6. Apesar da
existéncia de esquemas mais eficientes, as formulas desenvolvidas mostraram-se
satisfatérias para o problema em quest3o.



No dlimo capitulo, é apresentado um algoritmo para analise de pilares
esheltos de concreto armado sob flexdo composta obliqua. A solucdo é encontrada
através do método dos elementos finitos. A formulacdo é desenvolvida para uma
segdo transversal poligonal arbitraria, com o emprego do teorema de Green.

Este trabalho é a continuacdo da obra Cdlculo de Pilares de Concreto
Armado, de nossa autoria, publicada em 1988 pela Editora da Fundacio
Universidade do Rio Grande. Naguela oportunidade, apresentamos os critérios de
proieto de pilares curtos e moderadamente eshbeltos, adotados pelas principais
normas internacionais sobre calculo de estruturas de concreto armado,

Escrevemos o presente trabalho imediatamente apos a publicacio de
Célculo de Pilares de Concreto Armado. Infelizmente sé agora Tol possivel a edigio
deste livro.

Por se tratar de uma area de conhecimento que sofre continuamente, e de
maneira acelerada, um grande aperfeicoamento, o trabalho podarid ter perdido
parte de sua originalidade. Entretanto, o mesmo tem o mérito de aglutinar os
principais métodos numéricos para andlise de pilares esbeltos de conereto armado.
Além disso, os algoritmos apresentados aqui deverfo ser inclufdos, de uma maneira
ou de outra, em qualquer analise ndo-linear de estruturas de concreto armado.

Rio Grande, setembro de 1993.

José Milton de Araijo
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CAPITULD 1
FUNDAMENTOS DE ESTABILIDADE E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

1.1 — Generalidades

O primeiro estudo da estabilidade de barras esbeltas carregadas axialmente
foi realizado por Leonard Euler em meados do século dezoito {ref. 30). Analisando
uma barra de eixo reto, constituida por um material eldstico linear e submetida a
uma forca normal de compressdo, Euler concluiu que, para valores da Torca abaixo
de um certo limite, o equilibrio da barra na configuracdo indeformada era estdvel e
além desse limite o equilibrio era instavel,

Admitindo a hipotese das secbes planas e de peguenos deslocamentos, o
equilibrio de uma barra eldstica linear submetida a uma forga normal constante e
carregamento transversat genérico fica garantido através de uma equacdo diferencial
ndo-homogénea de quarta ordem. Se a rigidez 3 flex3o da barra é constante, a
solucdo da equacdo diferencial, para uma dada distribuicio da carga transversal,
pode set facilmente encontrada.

Para o concreto armado, entretanto, a rigidez & flex3o varia ao longo do
eixo da barra e depende, além de outros fatores, dos valores do momento fletor e
do esforco normal que solicitam a se¢do transversal. Assim, torna-se impraticavel
encontrar uma solucdo analitica para a equacdo diferencial, Dessa forma, em se
tratando de pilares de concreto armadg, deve-se partir para técnicas numeéricas de
solucdo.

Meste capitulo apresentam-se os principais conceitos relativos a estabilida-
de de pilares esbeltos de concreto armado. Entretanto, nenhuma atencio especial é
dada & solucdo do problema. As técnicas numéricas para anélise e dimensionamento
desse elemento estrutural ficam, assim, para os capitulos seguintes.

1.2 — Estabilidade de pilares esbeltos

Nesta secdo discutem-se alguns aspectos relativos & estabilidade de barras
esbeltas. O problema é apresentado sem a preocupaciio com a formulacio
matematica do mesmo. Para um esiudo mais detalhado sebre o assunto, pode-se
recorrer as refs. 1,10,

Ma figura 1.1 apresenta-se um pilar submetido a uma forca normal P e a
uma carga transversal q. Admite-se que a forca P se mantém constante ac longo do
eixo da barra e que 3 flex3o se da segundo o plano de simetria x-z.

11



Admitindo a hipotese das se¢Bes planas e considerando pequenas rotaces
do eixo da barra, pode-se mosirar que o equilibrio fica garantido através da
equacio diferencial

d? i d*w
S e F - {11

onde EI € a rigidez & flexdo das secBes transversais da barra {refs. 1,10).

v
L 8

EI X

Figura 1.1 — Carregamento no pilar

Se a rigidez El ¢ constante, a equacdo é da forma

¢dw ., &@W g

@ TF e TE .
pnde
‘P
.U. — \ ‘E]:- = {1.3}
A solugdo da equacéo (1.2) 8
W(x) = A cospx + Bsenux + Cx + D + Wp(x), (1.4)

onde Wp(x) é uma solugdo particular.

As constantes de integracdo que aparecem em (1.4) sfo obtidas pela
introdugdo das condicBes de contorno e Wp(x) € encontrada para uma dada
distribuicio da carga transversal.

Por exemplo, para uma barra birrotulada com carga transversal q
uniformemente distribuida ao longo do eixo, a solucio W(x) é

1 /o5
Wix) = q[i?f;(cosux-ugg—g sen;.rx—l)+ -ﬁ(x-—ﬁx)] ,(1.5)

12



onde £ é o comprimento da barra.

Observa-se por (1.5) que a solugdo é linear com relacdo a carga transversal
q, porém é ndo-linear com a forga normal P, Essa ndo-linearidade, de uma forma
geral, é denominada ndo-linearidade geométrica. Para o caso especifico de pilares,
esse efeito ndo-linear ¢ também denominado efeito de segunda ordem.

Na figura 1.2 apresenta-se a relacdo P-W de acordo com a equacgéo (1.5).

P A

limite do equilibrio

Pe_.

{ .
Wo W
Figura 1.2 — Relagdo forga normal-deslocamento

Observa-se que para P = 0 o deslocamento transversal € W devido 2 carga
transversal. Neste caso, o problema reduz-se & andlise de uma viga biapoiada com
carga uniformemente distribuida.

A medida que cresce a forca P, crescem também os deslocamentos, até
que, atingido o valor Pe para a forca normal, o equilibrio torna-se instivel. Isto
pode ser constatado pelo crescimento acentuado dos deslocamentos. A forca Pg é
denominada carga critica e, para este caso, € dada por

2 g1
P, = -“—22— . (1.6}

Para o caso particular em que a carga transversal é nula, a relagio P-W é da
forma apresentada na figura 1.3.

Observa-se pela figura que, neste caso, a configuragio indeformada é
estdvel até a carga Py . A partir desse limite, o equilibrio tornase instavel. O
fenomeno & denominado flambagem, sendo um caso particular de instabilidade do
equilibrio para barras submetidas a compressdo centrada.

13



p A

~— configuragao reta
instavel

Pe configuracao deformada
estdvel

-— configuracdo reta
estével

L 4

Figura 1.3 — Flambagem

Devido a forma n3o-linear da expressdo {1.5} verifica-se n3o ser mais valido
o0 principio da superposicdo, ou seja, se W, e W, sdo os deslocamentos obtidos com
as forcas Py e P,, respectivamente, a solucio W para a forca P = P, + P, ndo pode
ser obtida simplesmente superpondo W; a Ws.

Da teoria elementar de fiexio de barras, tem-se que ¢ momento fletor M
em uma se¢do transversal é dado por

d*w

M: “"El dx2

, (1.7)

Introduzindo (1.8} em {1.7), pode-se encontrar o momento mMAaximo ao
iongo do eixo da barra, como

2
Mo ‘1‘33 8. (1.8)
onde
5 [scc -%g- - ]]
2

O fator § é denominado fator de amplificagdo e é conseqiiéncia da
nédo-linearidade geométrica.
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Observa-se por (1.8) que os momentos solicitantes ficam ampliados em
retacdo acs cobtidos com a teoria elementar. A teoria elementar, na qual se analisa a
estrutura na configuracio indeformada, é comumente denominada teoria de
primeira ordem.

Em se tratando de pilares esheltos, a andlise deve ser feita na configuracio
deformada da barra, em virtude dos efeitos apresentados. Esta tearia & denominada
teoria de segunda ordem.

1.3 — Caracteristicas do concreto armado

Na secdo anterior apresentou-se a equacdo diferencial de equilibrio para
um pilar esbelto, na hipotese de um comportamento eldstico linear. Se a barra for
constituida por um material ndo-linear, eldstico ou ndo, a equacio diferencial
permanece valida, desde que a rigidez a flex8o possa ser corretamente avaliada.

O concreto armado é um material nessas condigdes, isto &, ndo existe
linearidade entre tensBes e deformacBes, uma vez gque o aco & O concretg
apresentam comportamentos ndo-lineares. A esse tipo de ndo-linearidade denomi-
na-se ndo-linearidade fisica.

A grande dificuldade em se resolver a equagdo diferencial para o concreto
armado consiste na determinacio da rigidez & flexfio. Diversos pardmetros, como o
comportamento mecdnico dos materiais, as propriedades reoldgicas de concreto e
o grau de solicitacdo, influenciam na rigidez e ndo se consegue correlaciona-la de
forma analitica com os mesmos.

O diagrama tensdo-deformacdo do concreto em compressdo, obtido
experimentalmente, depende de vérios fatores, entre os principais a resisténcia do
concreto, sua idade quando do carregamenio, modo de colocagdo da carga,
duracdo do carregamento, forma da seclo transversal e posicdo da linha neutra (ref.
27). A forma desse diagrama ¢ apresentada na figura 1.4.

gc t
Ec
1

3 N |

-, — e ———

€co Ecu €c

Figura 1.4 — Diagrama tensdo-deformaciu para o coneretc em compressfo.
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Na figura 1.4, f; e E¢ representam a resisténcia & compressdo e o mbdulo
de deformacio iongitudinal na origem, respectivamente, Observa-se pela figura que,
ap6s ultrapassada a deformacio Sgeo correspondente & tensdo fe, ocorre um alivie
de tensdo até a ruptura na deformacéo Sgy.

Experimentalmente verifica-se gue os valores Bg, Ep & Sy dependem da
propria resisténcia f, de maneira que para cada concreto em particular existe um
diagrama tensdo-deformacdo correspondente.

A grande variabilidade na forma desse diagrama impbe a necessidade de
adocdo de curvas simplificadas capazes de representar, ao menos de forma
aproximada, o comportamento do concreto, Diversos diagramas tensdo-deformacdo
para o concreto comprimide tém sido sugeridos em normas & em trabathos de
pesquisa. Assim € que a Norma Brasileira parz Projeto e Execucdo de Obras de
Concreto Armado — NBR-6118 (ref. B) adota o diagrama pardbola-retdngulo e a
norma alema DIN 1045 {ref, 20} admite, além desse, um diagrama bilinear. Desayi e
Krishnan (ref. 24) prop&em um diagrama com madulo de deformagdo na origem
prefixado, enquanto a curva de Saenz (ref. 24} permite a livre escolha do valor
desse médulo, ambos os diagramas incluindo o alivio de tensdo no concreto apos
ter-se atingido a deformacdo Cen. O CEB (ref. 12) apresenta também um diagrama
gue considera esse alivio de tensdo e permite a livre escolha do valor do modulo de
deformacdo longitudinal.

Observa-se pelo exposto que existe uma grande variedade de proposices,
desde as mais simples, como a bilinear, até equacdes sofisticadas como a do CEB.
Nesse panto, cabe zo analista definir um diagrama a ser usado, de forma a ndo
conflitar com resultados comprovados experimentalmente, mas que também seja
suficientemente simples para ndo dificultar o esquema de solucdo.

Para o ago, ao contrario do concreto em compresséo, em geral admite-se,
para carregamento monétono crescente, um comportamento elastopléstico perfei-
to. Uma outra alternativa consiste em se considerar o endurecimento, ndo havendo
maiores variacoes desses modelas.

Apesar de a resisténcia a tracdo do concreto ser pequena em relacéo a sua
resisténcia & compressdo, verifica-se experimentalmente que a mesma pode
contribuir de forma significativa no aumento da rigidez de uma peca de concreto
armado. Essa influéncia do concreto tracionazdo se mostra acentuada no estdgio
inicial do carregamento e na zona de formacg8o de fissuras (ref. 21). Na ruptura,
entretanto, tem-se verificado que a mesma ndo apresenta nenhum efeito significati-
vo, sendo, em geral, desprezada.

Na figura 1.5 apresenta-se uma barra de concreto armado soiicitada em
flexdo pura, onde se indicam duas seces fissuradas.

Observa-se pela figura gque, nas segBes fissuradas, @ tensfo na armadura
atinge um valor maximo, o qual é reduzido & medida que se afasta das mesmas.
Essa reducdo da tensdo na armadura é devida & contribuicdo do concreto tracionado
entre fissuras. Devido 3 aderéncia existente entre o concreto e as barras de ago,
ocorre uma transferéncia de tensbes entre os dois materiais, o gue origina os
diagramas da figura 1.5.

Observa-se também que ocorre uma perda local de aderéncia nas secoes
fissuradas, © gue ocasiona um escorregamento das barras de aco em relagdo ao
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concreto adjacente. O comportamento @ bastante complexo e de dificil considera-
¢ao.

Tensoes na
armadura

|-\ Tensoes de
! aderencia

W Tensaes no
concreto

Figura 1.5 — Varia¢io das tensdes de tracdo em um eiemento fissurado.

Diversos modelos tém sido propostos para se levar em conta a contribuicdo
do concreto tracionado entre fissuras. Os modelos, em geral, sdo de dois tipos
distintos.

Nos primeiros procura-se uma equagdo de equilibrio nas vizinhancas da
armadura. Considerando uma funcio empirice de distribuicdo das tensfes de
aderéncia, pode-se encontrar um valor médio para as deformactes na armadura
(refs. 13, 23, 25). Trabalha-se entdo como s todas as secoes fossern fissuradas, mas
adota-se a deformacdo média para as armaduras.

Numa sequnda classe de modelos adota-se um diagrama tensdo-deformacao
para o concreto tracionado, o gue!l considera uma perda gradual de rigidez, como
indicado na figura 1.6.
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Figura 1.6 — Diagrama tensio-deformacio para o concreto tracionadao.

Observa-se pela figura 1.6 gue, atingida a deformacdo S;; correspondente
a0 inicio da fissuracdo, as tensGes no concreto decrescem até que se anulam na
deformacio Sy

Uma grande variedade de diagramas dessa natureza termn sido apresentada
na literatura (refs. 7, 18, 19, 22}. A diferenca basica entre eles consiste nos valores
adcotados para Sgr e 4k, bem como na forma das curvas da figura 1.6.

Tendo em vista o fendmeno descrito, observa-se também que a profundi-
dade do eixo neutro € varidvel ao longo do elemento de concreto armadeo, como
indicado na figura 1.5. Assim, para facilitar a implementacio computacional de um
esquema de soluc8o, trabalha-se com um eixo neutro médig, jd que a contribuigio
do concreto entre fissuras fica inciuida em um madelo especifico. Dessa forma, em
se {ratando de concreto armado, sO faz sentido referirsse a uma curvatura média
aproximada do elemento estrutural.

CQutros fendmenos pertingntes ao c¢oncreto armado sfo 3 fluéneia e a
retracdo do concreto. A fluéncia é caracterizada pelo acréscimo das deformacoes
no concreto para uma tensdo aplicada e mantida constante. Com isso ocorre um
aumento dos deslocamentos transversais do eixo do pilar com o passar do tempo.
Assim, surge uma nova varidvel na andlise guando se estende o estudo a cargas de
longa duracde.

Na figura 1.7 apresenta-se a evolucdo das deformacdes em um elemento
de concreto submetido a uma tensdo constante o aplicada no instante tq.

Observa-se pela figura que, apesar de a tensdo ser constante, as deforma-
cdes crescem com o passar do tempo. Em um instante t a2 deformacdo total Egpt é
dada por

Ctot = Sci + Ccos {1.10}
onde £¢j € a deformacdo inicial e ©¢¢ & a deformacio de fluéncia ocorridaentre tpe f,
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Figura 1.7 — Variacio das deformac8es com o Tempo.

De uma maneira geral pode-se escrever
€ce = ¢ (t,1o) Seis {1.11}

onde y(t,ty) é o denominado coeficiente de fluéncia.

Esse coeficiente depende, além de outros fatores, da idade tg em gue o
concreto entra em carga. Ouanto mails jovem for o concreto guando da aplicacio
da carga, maior serd o valor de w(tty) e, conseqiientemente, maior serd a
deformagdo de fluéncia. Isso, evidentemente, deve ser levado em consideracio na
analise de pilares de concreto armado sob cargas de longa duracéo.

A retragdo do concreto, deformagdo ineldstica independente da tenséo, é
conseqliéncia da perda da dgua guimicamente inerta. Os seus efeitos no comporta
mento estrutural sdo semelhantes aos da fluéncia, porém em escala bem mais
reduzida.

Outro fenémeno relativo ao concreto é o denominado Efeito Riisch. Em
seu estudo, Risch constatou que a resisténcia a compress@o do concreto depende
também da velocidade com que a ruptura & alcancada (ref. 26}. Assirm, um corpo
de prova de concreto que & ensaiado da forma usual atinge a ruptura em poucos
minutos apds o inicio do carregamento e apresenta uma resisténcia superior 3 gue
seria obtida se o enszio fosse de longa duracgo. Em uma estrutura real o
carregamento ¢ aplicade durante toda a sua vida (1il, e assim torna-se necessario
levar em conta esse efeito, reduzindo a resisténciz a compressao do concreto.

Diante do que se apresentou nesta secdo, conclui-se que a analise de um
pilar esbeltc de concreto armado pode se tornar complexa e trabalhosa. A tentativa
de resolver a eguacdo diferencial (1.1}, em geral, leva a um aito trabalho numérico
que sG se torna vidvel com a utilizacio de um computador. Assim, deve-se de
imediato formular hipoteses sobre o comportamento macénico dos materiais, bem
como limitar a andlise a certas situacfies especificas. Baseando-se nas hipoteses
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admitidas, pode-se entdo escolher uma técnica numérica que permita resolver o
problema.

1.4 — Hipobteses simplificadoras

Tende em vista o anteriormente apresentado, em todo este trabalho
admitem-se as sequintes hipoteses:

Hipotese das secoes planas

Considera-se que as secdes transversais ao eixo indeformado da barra,
inicialmente planas, permanecem planas e nermais ao eixo deformado, desprezan-
do-se com isso as deformacdes por cisalhamento.

Essa hipdtese, apesar de ndo ser rigorosemente valida, é amplamente
utilizada em anélise de estruturas de concreto armado, apresentando resultados
compativeis com dados experimentais disponiveis {ref. 16).

Wy

2 s'
N
wrg v
AU -

Figura 1.8 ~ Deslocamentos
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De acorde com a figura 1.8, verifica-se gue o deslocamento longitudinal u
de um ponto A situado a uma distancia z do eixo neutro € dado por

u=—ztpld (1.12)

e lembrando que

: dw
tgf = — 1.
g - {1.13)
resulta
dw
= —g— 14
u e (1.14)
Da teoria elementar, tem-se que a deformacdo longitudinal & é
du
B e .
= T (1.15)
e substituindo (1.14) em {1.15), vem
. d*w
& =~ 3 {1.16)

Observando a equacdo (1.16}, conclui-se gue a distribuicdo de deforma-
coes, ao longo da aitura de uma secdo transversal, ¢ linear. Em outras palavras, a
deformacdo longitudinal em wuma fibra da secdo transversal €& diretamente
proporcional & sua disténcia ao eixo neutro.

Pequenos deslocamentos

Admite-se que os deslocarmentos transversais W do eixo do pilar séo
pequenos em relacdo ao seu comprimento. Com isso as rotacbes do eixo da barra
s30 pequenas em relacdo 3 unidade, ou seja

f~tgf<<1. (1.17)

De acorda com a figura 1.8, tem-se que a curvatura X do eixo deformado
da barra é
a*W

2
- s , {1.18)

L
R | faw V|3
oo (]

onde R é o raio de curvatura.

X =
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Substituindo (1.13) em (1.17), verifica-se que

aw y:
(dx) = 0, {(1.19)

de onde resulta a expressio aproximada para a curvatura, dada por

d*wW
dx}

X = (1.20}

Cargas conservativas
As cargas sdo consideradas conservativas o aplicadas monotonamente ao
elemento estrutural.

Aderéncia entre 0 aco e o concreto

Considera-se a existéncia de aderéncia perfeita entre o ago e o concreto
até a ruptura, de forma que as armaduras apresentam as mesmas deformagdes que
0 conereto que lhes é adjacente.

Concreto em tragio

Admite-se que a resisténcia a tracio do concreto ¢ nula e despreza-se
totalmente a contribuigdo do concreto tracionado entre fissuras. Dessa forma, tada
0 esforco de tragdo ¢ absorvido pelas armaduras. Essa hipotese é considerada aqui
gpenas para haver concordincia com os critérios de projeto apresentados no
capitulo 3. Nenhuma dificuldade adicional surgiria se fosse empregado um
diagrama tensdo-deformacfo para v concreto tracionado. lsso podera ser facilmente
visualizado nos capitulos sequintes.

Caoncreto em compressdo

Adota-se para o concreto em compressao o diagrama parabola-retdngulo
apresentade na figura 1.9.

As deformacGes €¢p e Sgy 550 tomadas com os valores

Cop = 0,002 (1.21)

ey = 0,0035 (1.22)
e a tensdo {7 é dada por

f‘c:ﬂ‘,’f‘c, “.23}
onde f;; € a resisténcia 3 compressio do concreto @ & é um fator menor do que 1 e
que leve em conta o Efeite Risch.

Salvo mencdo em contrario, adota-se para & o valor 0,85.
A curva da figura 1.9 tem as equages
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6
ve = ¢ [1036(; —L40— G(;?], se &g = Spg {1.24)

ge=Ff¢, s8¢ EuuE ey, , (1.25)

que sdo as equacdes constitutivas para o concreto.

o
=

Ecu €c

Figura 1.9 — Diagrama tensfo-deformagio para o concreto comprimido.

O modulo de deformacdo longitudinal na origem, E., € obtide por
derivacdo de {1.24), na forma

e 2 (g;i) = 1000 ¢, (1.26)
€c=0

Observa-se que essa expressdo fornece valores baixos para E;. Em
conseqléncia disso, é de se esperar que as deformactes obtidas sejam superiores as
determinadas experimentalmente, especialmente no estagio inicial do carregamento.

Diagramas tensdo-deformacio para os acos

Para os acos, adotam-se dois diagramas distintos, dependendo da classe
dos miesmos (ref. ).

O diagrama tensdo-deformacéo para os acos classe A é o diagrama tipico de
um material elastoplastico perfeito, como indicado na figura 1.10.

A deformacio de escoamente Ey é dada por

f
g = L
Eg

) (1.27)

onde fy e Eg s8o a tensdo de escoamento & ¢ modulo de elasticidade longitudinal,
respectivamente.
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Figura 1.10 — Diagrama tensdo-deformagio para os agos classe A

As equactes constitutivas para esses acos sdo

Us=E5 ES’ se Esge};, “.28)

Og=1y, s Ey <G < Egnyhy. (1.29)

Para a deformacdo limite Sgmiyx adota-se o valor 0,010. Admite-se ainda

um comportamento idéntico em tracdo e compressio.
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O diagrama dos acos classe B & apresentado na figura 1.11.
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Figura 1.71 — Diagrama tensdo-deformacio para os acos classe B
A deformagdo S € dada por
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e a tensdo de escoamento € definida como aguela gue produz uma deformacio
residual igual a 0,002,
Assim, a deformacéo de escoamento &, para esses acos € clada por

Sy = 2 + 0,002 - {1.31)

As eguacoes constitutivas sdo

o5 = BEsSg, s S5=Go; (1.32)

ST Is + i EE- - 0,7 : , se Esgﬂ_[‘sﬂEy; {1.33})
E; 45 | fy

og = fy, se Gy <G Egmix. {1.34)

Aqui também admite-se o mesmo comportamento em tracio e compressio,

Critério de ruptura

Considera-se haver ocorrido a ruptura de uma secdo transversal de
concreto armado quando a distribuicdo de deformactes ao longo da altura da secio
se enquadrar em um dos dominios da figura 1.12 {ref. 6.

Os dominios caracterizam trés tipos de ruptura:

— deformacao excessiva da armadura tracionada : 522 0,010
— esmagamento do concreto em secdes parcialmente

comprimidas © €2 0,0035
— esmagamento do concreto em secdes totalmente

comprimidas P & >20,002

2% 3,5%a
7
Z 1 2 3 4 h

4a

]
10 %0 E:'y

alongamento «—l—» encurtamento
Figura 1.12 — Dominios de dimensionamento da NBR-6118
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1.8 — Deformacdes diferidas do concreto
1.5.1 — Fluéncia segundo o CER

1.5.1.1 — Hipodteses

Apresenta-se aqui a formuiacdo para o calculo da deformacio
especifica de fluéncia do concreto, segunda o Anexo ¢ do Boletim de
Informacdo n® 124/125 do CEB/78 {ref. 12).

No dominio de utilizacdo, as deformacdes de fluéncia devidas a incremen-
105 de tensdes aplicados em instantes diferentes sdo consideradas aditivas {hiptiese
da superposicdo). Assim, a deformacio de fluéncia sob tensdoc constante é
diretamente proporcional a essa tensSo.

A deformacédo de fluéncia Egc(t,1g) é definida pela relagBo

Eecltite) = %?;*; (t,to), (1.35;

onde

€eeltitp) : deformaciio de fludncia no instante t para tensfo aplicada no
instante tg;
gy : tensdo constante aplicada no instante Lo,
Egz5 @ modulo de deformacio inicial do concreto aos 28 dias de idade:
wlt,15) : coeficiente de fluéneia.
A deformacdo total no instante t é dada por

1 ¢(tin)
(.: = +
totlt.to) ) B B . (1.36)

com E¢(1p), sendo o médulo de deformacéio inicial na idade o -
Segundo o CEB, E¢(tg) pode ser tomado igual &

Ec(to) = 1,25 Eem, (1.37)

onde Egp € o moédulo secante, determinado em funcio da resisténcia média
fem(to) do conereto na idade to, corrigida conforme a segdo 1.5.1.3.

A resisténcia média fep(ty) pode ser estimada desde que seja conhecida
numa idade qualquer, em geral aos 28 dies. Na figura 1.13 indica-se a variaco da
resisténcia do concreto com a idade. O modulo secante Fopy pode ser determinado
em funcdo da resisténeia média fomp na forma

e
Ecm = 9500 \ fcm, h’lpﬂ._ “38)
A funcao
o
Gleid & Lfo) (1.39)
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é chamada funcéo de fluéncia.
De {1.36} € {1.39) resulta que

Etotltlo) = 00 #(L,1g) (1.40)

1.5.1.2 — Coeficiente de fluéncia
O coeficiente de fluéncia o(t.ty) pode ser determinado com uma
aproximagdo suficiente por

wltto) = Palto) +ed falt — to) +or[BD — Br(t0)] (1.41)
com
futto)= 08 | 1- D] (1.42)
(;DO

onde a relacdo fe(to)/fe.., variagio da resisténcia do concreto com a idade, € dada
na figura 1.13, e

wd : coeficiente de elasticidade diferida, tomado igual & 0,4,
wf = ¢f1fy - coeficiente de plasticidade diferida;
@f; : dependents do meio ambiente (tabsla 1.1, coluna 3);
«f, : dependente da espessura ficticia hg {figurs 1.14).
A espessura ficticia é definida por

2A
ho = A vq , [1.43}

onde
A coeficiente dependente do meio ambiente [tabela 1.1, coiuna 5);
Ag : érea da seclo de concreto;
u : perimetro em contato com a atmosfera.
Além disso,
£4 :funcdo correspondente ao desenvolvimento ao [ongo do tempo da
deformacdo elastica diferida (figura 1.18);
3f : func3o correspondente ao desenvelvimento ao longo do tempo da
plasticidade diferida (figura 1.16}, dependente dz espessura
ficticia hg;
1 : idade do concreto no instante considerado, corrigida de acordo
com a secao 1.5.1.3.
tp : idade do concreto no instanie de aplcacdo da carga, corrigida de
acordo com asecdo 1.65.1.3.

1.5.1.3 — Idade corrigida

Para levar em conta os efeitos do tipo de cimento e da temperaiura
ambiente ao longo do endurecimento do concretg, se ela € sensivelmeante diferente
de 20 ©C, a idade real do concreto deve ser corrigida.
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Figura 1.13 — Variacdo ds resisténcia do conereta com a idade.

 Pra
2,04
[L85
1,70
1.6 k1,53
\Q
) oy, JLiES
—1L 2
0,8
0.4
holmm)
0 L.

<50100200 400 800 800 1600

Figura 1.14 — Influéncia da espessura ficticia.

Considerando cada periodo de tempo real Aty, sc longo do qual a
temperatura média didria se maniém constante e igual a T, a idade rea! tm €
substituida pela idade corrigida t dacda por

tm
o ;
t= — F [(T+ 10) &tm], (1.44)
30 g :
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onde
1, para os cimentos de endurecimento normal e lento;
«=+2, para os cimentos de endurecimerito répido;
3, para os cimentos de endurecimento ripido e de alta resisténcia.

T : temperatura didria do concreto em graus centigrados;
At 2 nimero de dias em que a temperatura média didria se manteve

igual a T.
“Bd”—‘fo]
10 [I ’L"
L~
4
05 A
41
(t-1p)(dios)
0
1 5 0 50 i00 5001000 10000

Figura 1.15 — Desenvolvimento ao longo do tempo da deformacin eldstica diferida.
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Figura 1.16 — Desenvolvimento ao longo do tempo da deformacio pldstics diferida.
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Tabela 1.1 — Coeficientes basicos de fluéncia e retracio

1 2 3 4 5

MEIO AMBIENTE UMIDADE | COEFICIENTES COEFICIENTE

RELATIVA| of € A
na dgua 0,8 |—0,00010 30
atmosfera muito imida 80, 1.0 | +0,00013 5
exterior, ern geral 707, 2,0 |+ 0,00032 1,5
atmosfera muito seca 407/, 3,0 | +0,00052

a) Sgy negativo — inchamento no lugar de retracao.

b) Os valores indicados para ¢f; e &g, referem-se a concretos de consisténcia
plastica. Eles devem ser reduzidos ou aumentados de 25/, caso se trate de
concretos de consisténcia firme ou mole, respectivamente.

& 652

2,0

0,90
g .0.80 0,75 —|
—00,70

hg{mm)
0O >
£50100 200 400 600 BOO 21600

Figura 1,17 — Influéncia da espessura ficticia hy na retracio.

1.5.2 — Retracdo segundo o CEB

C procedimento para o calculo da deformacio especifica de retracio
apresentado aqui também € o0 sugerido pelo CEB.
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Figura 1.18 — Desenvolvimento da retracdo ao longo do tempa.

A deformacgio relativa de retragdo gue se desenvolve num intervalo de
tempo (t — to) é dada por

Eesltto) = Eso [ﬁs(‘f) - ﬁs(to)] y (1.45)

onde
Ees (L, L) : deformacdo especifica de retragdo no intervalo de tempo t — tg;
S0 = Sgy) Syp : coeficiente bésico de retragdo, sendo;
€, : dependente do meio ambiente (tabela 1.1, coluna 4);
Cg, @ dependente da espessura ficticia ho (figura 1.17);
fs : funcdo correspondente ao desenvolvimento da retracdo ao longo
do tempo (figura 1.18);
t : idade do concreto no instante considerado, corrigida segundo a
secdo 1.5.1.3, com &= 1 em todos o5 casos;
tp :idade do concreto no instante a partir do qual a influéncia da
retracdo se faz sentir, corrigida de acordo com & secdo 1.5.1.3,
com ¢ = 1 em todos 0s casos.

1.5.3 — Expressdes analiticas

Nas secdes anteriores, apresentou-se o modelo praposto pelo CEB para a
avatiacdo das deformacdes diferidas do concreto. Para a impismentacdo computa-
cional, entretanto, é necessario ajustar funcdes analitices &s curvas das figuras 1.13 a
1.18. O prépric CEB apresenta essas funcdes no Apéndice D da ref. 14. Aqui, por
simplicidade, utilizam-se as expressdes apresentadas na ref. 27, que sdo maostradas a
seguir.

felto) _ Otolto +42)
fcm (9t0 & 40) (to F 61)

, to em dias; {1.46)
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42 +hg

oy = 0+hy ho em em; (1.47)
t— 1o+ 20 _
Balt—tg) = Tty 7 70 ° t e tg em dias; {1.48)
t* +At+ B :
Bf(t)'f‘—+é¥+_z>“ ,temdiaset>3, {1.49)

sendo

A= 4213 — 350hg? + 588hg + 113

B = 768h6? - 3060ho? + 3234hg — 23

C = — 200ho? + 13hy? + 1090hg + 183

D = 757%hq3 — 31916hg? + 35343hg + 1931

onde hg é a espessura ficticia em metros.

33+ 2h
R el 5 O -
gy = 0.8  3hy * ho em em; {1.50)

AV sl X t
(100) ‘ 40(10{]) il (ﬁ)
t

Bs(1) = s R ,temdiase t =3,
(m“ﬁ) + C (ﬁ) +D (‘ﬁ]‘) + E (1.51)

onde

= 116hg3 — 282hg? + 220he — 4.8

=2,5hy? — 8,8hq + 40,7

= —75hg? + 585hg? + 496k, - - 6,8

E = 2030ho% — 4940he? + 2880hy? — 14,8h0% + 10,7hg — 0,52

sendo hy, a espessura ficticia em metros.

1.6 — Téenicas numeéricas para andlise

Tendo em vista todos os fatores envolvidos no comportamento do
conereto armado, uma solucdo direts dz equagdo diferencial de equilibrio torna-se
invidvel. Devido a tais dificuldades, durante muito tempo o problema da
verificagdo da estabilidade de pilares esbeltos de concrete armado foi resolvido
através de férmulas emplricas, sem uma analise tedrica racional dos efsitos
ndo-lineares.

Com o advento dos computadores, um grande avanco se deu na ardlise
no-linear. Desde entdo, diversos algoritmos tém sido estudados, em geral,
utilizando uma combinacio de técnicas incrementais e iterativas para se encontrar
uma resposta completa da estrutura até a ruina.
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Diversas técnicas nurnéricas para a andlise de pilares esbeltos de concreto
armado tém sido apresentadas na literatura. A solucdo do problema pode ser
encontrada, por exemplo, através de um esguema iterativo de aproximacdes
sucessivas, fazendo uso da anzlogia de Mchr para o cdlculo dos deslocamentos
transversais do eixo do pilar (ref. 3). Devido a simplicidade do esguemna
computacional, essa técnica pode ser empregada, também, para o dimensionamento
nas situacdes usuais de projeto.

O método das diferencas finitas tem sido usado com sucesso na analise
(ref. 4). Apesar da dificuldade de generalizaco inerente & técnica de diferencas
finitas, consegue-se resolver ¢ problema para as condicdes usuais de contorno e
carregamento do pilar.

O método dos elementos finitos, por outro lado, permite facitmente a
generalizacio das situacBes de carga e condicGes de contorno (ref. 29}). Isto
justifica a grande utilizacio desse método em andlise ndo-linear de estruturas de
cancreto armado,

Nos capitulos que se seguem, apresentam-se algumas técnicas numéricas
para a analise e dimensionamento de pilares esbeltos de concrete armado. Uma
técnica de aproximactes sucessivas & empregada para a anélise e dimensionamento
de pilares sob flexdc normal composta, considerando os efeitos das deformacoes
diferidas do concreto. Os métodos das diferengas finitas e dos elementos finitos
também s8o utilizados para a analise de pilares esbeltos sob cargas de curta duragdo.
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CAPITULD 2
UM ALGORITMO PARA ANALISE

2.1 — Consideracdes gerais

A andlise de pilares esbeltos de concreto armado, cam a inclusdo das
nio-linearidades fisica e geométrica, requer um grande nimero de calculos
numéricos e s4 é vidvel através da utilizacio de computadores digitais. As
propriedades particulares do concreto, como a fissuracde, a fluéncia e a retracio,
bem como as equacles constitutivas para o concreto e o aco, nem sempre tdo
simples, aumentam a complexidade da anélise. O surgimento do tempo como uma
nova varidvel, quando se estende o estudo a cargas de longa duragdo, e a propria
caracteristica dos méiodos numéricos, iterativos e incrementais, ampliam cada vez
mais o trabaiho computacional requerido.

Neste capitulo restringe-se o estudc a pilares isostdticos, com secio
transversal possuindo um eixo de simetria coincidente com o plano da flexdo, ou
seja, analisa-se apenas o caso de flexdo normal, A seclo transversal pode, de maneira
geral, variar ao longo do eixo do pilar, e o carregamento pode ser qualguer, desde
que seja mantida a condicdo de flex&o normal. O carregamento pode variar ao longo
do tempo, porém de forma monotena, a fim de se garantir & condicBo de
carregamento estatico. A ndo-linearidade fisica da estrutura £ incluida através dos
diagramas tensdo-deformacdo nio-lineares para o a¢o @ o concrete, e a nao-lineari-
dade geométrica através de um processo iterativo de aproximacBes sucessivas,
onde em cada iteraco os deslocementos transversais do eixo do pilar sFo
atualizados.

2.2 — Relagdes momento fietor — esforco normal — curvatura
2.2.1 — SolicitacGes internas e externas

Para o cdlculo dos deslocamentos transversais do eixo do pilar, necessita-se
conhecer a curvatura X de uma sec8o transversal genérica do mesma, associada a
um esforgo normal N e a um momenteo fletor M gue solicitam a secio. Parz isto
necessitam-se conhecer as relacbes momento fletor — esforgo normal — curvatura,
abreviadamente relacdes M—N—X, para um dado tipo de secfio. A geometria da
se¢do, bermn como a dispesicdo e quantidade de armadura, sdo conhecidas “z priori™.

Deduzem-se aqui essas relactes para uma secdo de forma qualquer, porém
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apresentando um eixo de simetria coincidente com o plano de atuacdo do momento
fletor, como na figura 2.1.

A secdo em estudo possui i camadas de armadura dispostas simetricamen-
te em relacdo ao plano de atuacdo do momento fletor. As camada sio numeradas a
partir da camada mais préxima da borda tracionada pela aplicagdo exclusiva do
momento fletor. Na figura 2.1, n é a camada niais proxima da borda mais
encurtada,

dy

Figura 2.1 — Secdo transverssl de concreto armado

Com a aplicagdio do momento fletor M e do es‘orcc noims N, &
distribuicdo de deformaces na secdo ¢ a linear mostrada ne figure 2.2, onde x é a

distdncia da borda mais comprida 3 linha neutra. Convenciona-se como sendo
positivas as deformacgdes de compressio,

£2

di
=1 h

comada generica Esj

de armadura
€1

Figura 2.2 — Distribuicdo linear de deformaces na secdo transversal
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A curvatura X da secéo é dada por

EZ-—'GI

% = m 5

{2,1)

Conhecidas X e %, as deformacdes em toda a secdo ficam perfeitamente
determinadas. Na figura 2.3 mostra-se a deformacdo em uma fibra genérica situada
a uma distincia y da linha neutra,

€2

{x-h)

Figura 2.3 — Deformacdo em uma filbra genérica da secdo
Pela figura, verifica-se que
—_— e {2.2)
ou
=
B Ea S (2.3)
¥
e in*roduzindo a definicdo para a curvatura X dada em (2.1}, resulta finalments

€=Xy. (2.4)

Observa-se que a deformacdo dada por (2.4} depende de Y e x, pois
necessita-se conhecer x para se medir y a partir da linha neutra.
Para uma camada genérica de armadura {figura 2.2), a deformacio = é

Esi=X(x—dj). (2.5)
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Com as deformagCes e os diagramas tensdo-deformagdc dos materiais,
encontram-se as tensBes nas diversas fibras de concreto e nas camadas de armadura
da secdo. Integrando-se as tensdes nas 4reas correspondentes, obiém-se as
resultantes de tensBes no concreto, R, e as resultantes de tensdes nas armaduras,’
genericamente Rgj para a camada 1. Uma vez que as deformacBes dependem de x e
X, essas resultantes também sdo funcBes de x e X, ou seja

Ree = Ree (%, X); {2.8)
Rgi = Asj 05 (x, X), {2.7)
onde

Agi — drea de aco na camada genérica i,
gsi — tensdo na armadura da camada i,

Na figura 2.4 apresentam-se as resultantes de tensbes, bem como o
momento fletor M e o esforco normal N que atua no centro de gravidade da segéo
de concreto.

Rce
G
M
o h L N [N 0 ,
\\ Rsi
be (h-dj}

Figura 2.4 — Resultante de tensdes & solicitactes externas

A distdncia z da resultante de compressio no concreto 3 barda menos
comprimida da secdo também é fungdo de x e X, ou seja

z=z(x,X). {2.8)
As deformagGes da secdo, caracterizadas pelas incognitas X e X, devem ser
tais que haja equilibrio entre as solicitages ¢ os esforcos resistentes.

Aplicando as duas equagtes de equilibrio da estdtica, vem:
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a8 — soma de forcas igual a zero

i |
N-Rec(x,X) = » Asiogi(x,X)=0 (2.9)

i=:
b — soma de momentos igual a zero

n
M=Rec(x,02{,X)+ 3  Agh-dj)osi(x,X)—NC, (2.10}
i=1

As equacdes {2.9) e (2.10) constituem um sistema de duas equagdes
algébricas ndo-lineares a duas incognitas, X e X. A solucio do sistema é encontrada
iterativamente, uma vez que n3o se consegue uma expressdo analltica para as
incognitas, devido a compiexidade das functes ndo-lineares.

Para se¢des usuais, como a retangular e a circular, as equacdes (2.9} e
{2.10) podem ser colocadas em forma adimensional através da definiciio de
momento fletor e esforco normat reduzidos., No apéndice apresenta-se esse
desenvolvimenio para secdes retanglilares.

Diversos algoritmos podem ser utilizados para resolver o sistema n3o-li-
near. Apresentam-se a seguir trés algoritmos capazes de resolver o problema (ref. 3).

2.2.2 — Algoritmos para resolver o sistema de equacgdes nio-lineares

I} Algaritmo com rigidez constante

My ruptura

N =constante

>

O Xu X

Figura 2.5 -~ Relagdo momento fletor — curvatura para esfor¢o normal constante
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Para um valor fixado de x, a equacdo {2.10) relaciona diretamente o
momento fletor M com a curvatura X da seciio, na presenca ce um esforco
normal constante N. Essa relagdo entre momenta fletor e curvatura tem a forma
apresentada na figura 2.5. A relacdo é ndo-finear e a ruptura ocorre no ponto
(th MLIJ

Os trés algoritmos aqui apresentados consistem basicamente no mesmo
procedimento de solucdo, variando apenas o nGmero de iteracBes necessdrias a
convergéncia. Neles, necessita-se conhecer um valor preestabelecido da curvatura,
com o qual a equacdo (2.9) fornece a incégnita X e a equacdo (2.10) dd uma
primeira aproximacdo do momento fletor. Incrementa-se a curvatura e repete-se o
processo até ajustar a equagdo (2,10} dentro de uma ordem de precisio fixada. Com
isso, impde-se a condicdo de esfor¢o normal solicitante igual ao esforco normal
resistente por (2.9) e, analogamente, para o momento fletor por (2.10). A
condi¢io de ruptura sera verificada na secdo seguinte.

Na figura 2.6 apresenta-se a relacdo momento fletor — curvatura, onde M
¢ o' momento fletor solicitante na secio.

K

K
Ky L

M /

M2
My V

o' ¥, X%, ¥ X

v

Figura 2.6 — Algoritmo com rigidez constante
Inicializa-se o processo com a rigidez a flex8o K, da secio ndo-fissurada
de concreto armado,
n

Ki=Ecle+Es > L, (2.11)

1=1
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onde

E; — médulo de dsformacéo longitudinal do concreto, na origem do
diagrama tensdo-deformacio;

I — momento de inércia da secdo de concreto em relac&o ao baricentro
da secdo homogeneizada;

Egy — médulo de elasticidade do aco;

Isj — momento de inéreia da camada genérica i de armadura, em relacéio

ao baricentro de sec8o homogeneizada.

Com a rigidez K; determina-se a primeira aproximagdo para a curvatura X
dada por,

X, = "EK{[T , (2.12)

Conhecida X, a equacio {2.9) é uma funcio f(x) de uma (nica varidvel X,
para a qual deseja-se encontrar a raiz. Pode-se resolver esse praoblema pelc
algoritmo da bissecante, desde que se conheca um intervalo [ xi, Xg] no gual se
encantra a raiz. Na figura 2.7 apresenta-se 0 processo da bissecante, onde 1 e f5 séo
0s valores da fungdo f(x), equacio (2.8], nos extremos do intervalo,

Determina-se a primeira aproximacdo x, a partir da intersecggo da reta
que une os pontos (xj, fi) e (x5, f5) com o eixo das abcissas e calculase f; = fix; ).
Repete-se o progesso com o novo intervalo [X;, Xg] para determinar a segunda
aproximacdo x, € assim sucessivamente, até que em uma iteracio genérica j, o
valor absoluto de f] seja menor gue uma tolerncia estipulada. Adota-se o valor de
% obtido nesta iteracdo como um valor aproximado da raiz.

A
fix])
fs

v

Xs X

Figura 2.7 — Algoritmo dz bissecante
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Os limites ¥j e X5 do intervalo s3o obtidos da seguinte maneira:
Limite x;

Na determinacdo de xj, deve-se limitar a deformacfo na armadura mais

tracionada em 0,01.
X /

[dl—x]

di

o

€1

Figura 2.8 — Determinacéo de Xi

Observando a figura 2.8 e a equacdo {2.4), verifica-se que
o1 =% (dy —x). {2.13)

Impando a condicdo &, < 0,01, resulta
U Gy o B (2.14)

Dependendo do valor de X, o segundo terme da desigualdade (2.14)
pode ser negativo. Assim, o limite Xi deve ser o maior dos valores

g, - 90T
XiZ 1o X (2.15)

Limite xg

Para a determinacdo de xg, a deformacio no concreto deve ser limitada,
Podem acorrer dois casos distintos dependendo do valor da curvatura X,. No limite
entre esses dois casos, a deformacdo na borda menos comprimida da secio & nula,
isto &, limite entre os dominios 4a e 5. A situac3o é apresentada na figura 2.9.

De acordo com & figura 2.9 e a equacio (2.1), a curvatura correspondente
pode ser determinada por
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Al 0’0235 , (2.16)

3.5%e

Figura 2.9 — Limite entre os dominios 4ae 5

Entdo, se X; = xlnn deve-se limitar a deformacdo na borda mais
comprimida em 0,0035 e, se Xl < Xijm, @ deformagdo na fibra situada a 3/7 da
altura da secdo, medida a partir da borda mais comprimida da mesma, deve ser
limitada em 0,002.

Caso a) X; = Xjim

Como é mostrado na figura 2.3 e na equagio {2.4), a deformacio & na
borda mais comprimida é dada por

E?_ =X1 X . (2.‘[7}

Impondo a condicdo €, < 0,00353, resulta

0,0035
X

X == . {2.18)

Caso b} X.l < X]im

Neste caso, a deformacgdo &g na fibre a 3/7 da aliura da secdo, medids a
partir da borda mais comprimida, deve ser limitada em 0,002.
Pela figura 2.10, verifica-se que

3
¥o= X — El h 12.19)
e substituinde y em (2.4}, a deformacio g é dada por

3
€ = X Ix _711]_ (2.20)
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Fazendo €45 < 0,002 resulta

0,002
X3

-
A

3
+ T h . {2.21)

Finalmente o limite xg serd, conforme o caso;

0,0035 .

Xg= —— , se X1 = Xim:
1
{2.22)

0,002 3

Xg = v + ?h, se X; < Xlim
3h
Eo '_?_

i h L

Yo

Figura 2.10 — Deformacda g, na fibra a 3h/7 da borda mais comprimida

Encontrada a incognita x correspondente 3 primeira aproximacio X, da
curvatura, calcula-se diretamente por (2.10) o momento M; e fica determinado o
primeiro ponto na curva momento fietor — curvatura da figura 2.6.

Em seguida determina-se nova aproximacdo X; para a curvatura (figura
2.6) como

M- M,

Bz T et (2.23)

Com X, repete-se o processo para se determinar My e o segundo ponto da
curva. A convergéncia final serd satisfeita quando em uma iteragio j ficarem
atendidas as condicOes

M M < tolerdncia; {2.24)
M

,k-]_).\;_}_(u < tolerdncia. (2.25)
j
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Esse algoritmo, em geral, requer um grande namero de iteracBes,
principalmente se o momento fletor solicitante € prdximo do momento de ruptura
da secdo. Com isto, o tempo de processamento computacional pode ser muito alto.
Dos trés algoritmos apresentados nesta secio, esse & o menos eficiente sob tal

ponto de vista, porém a convergéncia é razoavelmente segura, sem problemas de
instabilidade numérica.

1) Algoritmo com rigidez secante

O fundamento do processo é ¢ mesmo do algoritmo anterior. Incrementa-
se & curvatura da secfo, encontra-se a raiz da equacdo (2.9) e calcula-se por (2.10)
o momento fletor correspondente. A diferenca consiste no grau de avanco no
iterativo correspondente a curvatura X da secfo. A rigidez é alterada em cada

iteracdo através da secante a curva momento fletor — curvatura, como é mosirado
na figura 2.11.

MJ'! Kl Kz
M r)—-/__-
M, )
Ml%
6l Y. X, X X

Figura 2.11 — Algoritmo com niogdez secante

Inicializa-se o processo com a mesma rig.dez K. da secdo nio-fissurada,
dade por (2.11},e determina-se o primeiro pento (%. . M, ) na curva. A rigidez K,
para a proxima iteracdo serd determinada pela secarte & curva ligando a origem ao
ponto (X, ,M,), como
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M

Kg= X[

(2.26)

A curvatura X, nessa iteracdo serd dada por {2.27) e no restante o processo
¢ idéntico ao anterior.

M

by = e (2.27)

Esse algoritmo requer um menor nOmero de iteracBes que o anterior,
reduzinde com isto o tempo de processamente computacional, e n2o apresenta
problemas de instabilidade numérica. Se o momento fletor é proximo do momento
de ruptura da segdo, esse algoritmo, como o anterior, mostra-se ineficiente por
exigir um namero significativo de iteractes até a convergéncia.

1) Algoritmo com rigidez tangente

A diferenca deste parz o algoritmo de rigidez secante é gue aqui se
procura acompanhar a curve momento fletor — curvatura, determinando-se velores
aproximados da tangente 3 mesma nos diversos pontos. Na figura 2.12 encontra-se
indicada a determinacdo da rigidez 1angente.

A
M
Ki+1
M -~
M A
Mj—],'
8" X 3= Xi Xji+ % X

Figura 2.12 — Algoritmo com rigicdez tangente
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Em duas iteracies sucessivas tdm-se determinados os pontos (Xj s Ms L€
(Xj, Mj). A rigidez Kj + 1 para a iteracdo seguinte é determinada pela reta que liga esses

pontos, a qual corresponde a uma paralela & tangente & curva em um ponto
intermediério, como

M — M; .
Kj+1 = ﬁU— . {2.28)
| I
A aproximagdo seguinte para a curvatura Xj + 1, Sera

M - M:
X =X+ — 1 . 2.29
jt1 1 Kj*l { )

No restante ¢ processo é idéntico aos anteriores, apresentando, porém,
uma reducdo sensivel no nimero de iteracBes requeridas para a convergéncia. Esse
algoritmo, no entanto, apresenta problemas de instabilidade numérica quando o
momento fletor solicitante € proximo do momento de ruptura. Pode ocorrer que,
nas proximidades da ruptura, a curva momento fletor — curvatura tenda a ficar
paralela ao eixo das curvaturas e, com isto, a rigidez tangente Kj + ; calculada em
{2.28), muito proxima de zera. Resulta entdo, em (2.29}, um probiema numérico
que antes inexistia, Na figura 2.13 aprasenta-se o caso em questdo,

MA
Mu ruptura
N = constante
=
o Y 7

Figura 2,13 — Curva momento fletor — curvatura, com rigidez tangante aproximadamente nula
nas proximidades da ruptura

Para evitar o preblema numérico mencionado, basta fimitar a rigidez
Kj + 3 aum valor minimo de seguranca.
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2.2.3 — Ruptura da se¢do

Para a completa obtencdo da relacdo momento fletor — curvatura da
secdo transversal de concretu armado, é necessdrio analisd-la também na ruptura,
Interessa saber se, para umn dado par de esforgos solicitantes, a secdo entra ou nio
em ruptura. Mais precisamente, necessita-se conhecer o maior momento fletor que
se pode aplicar & secdo, na presenca de um esforco normal constante, sem violar as
condicbes de eguilibrio interno,

A secdo da figura 2.1 entrard em ruptura com infinitos pares de esforco
notmal e momento fletor. |sto pode ser visualizado através de um diagrama de
interacdo, como na figura 2.14.

Pontos situados na regido A do diagrama caracterizam uma situacdo
equilibrada entre os esforcos solicitantes e os esforcos resistentes. Pontos na regido
B representam solicitacBes &s quais a secdo ndo & capaz de suportar., A curva limite
entre essas duas regides corresponde aos infinitos pares de esforcos salicitantes que
levamn a secdo a rufna.

My 4

o

0 My

Figura 2.14 — Diagrama de interacido momento fletor — esforgo normal Oltimaos

A determinacic do momento fletor de ruina para um valor fixadeo do
esforca normal também ¢ feita airavés das eguacbes (2.9} e (2.10), com o
procedimento que se seque.

Com a equacdo {2.9), deseja-se encontrar a incognita x tal que o esforco
normal solicitante N esteja equilibrado pelo esforco normal resistente, porém na
ruptura. A ruptura se da quando as deformac@es da secZo se enguadrarem em um
dos domirntios de dimensionamento da figurz 1. 12. Como se trata de flexocompres-
sio, o dominio 1 deve ser eliminado. Entfo deseja-se encontrar a incognita X em
um dos dominios, do 2 ao b, de forma gque hajs equilibrio do esforco normal. Para
isto, pode-se utilizar o processo da bissecante, admitindo que o intervalo no gual
encontra-se a solucdo x 8 [0, w). Utiliza-se 0 algoritrno mostrado na figura 2.7. A
curvatura da secio para um dado valor de x € conhecida, pois em cada dominio
existe semipre um valor de deformacio prefixado. A curvatura X da secdo na ruptura
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depende, portanto, apenas de x. Caso a solucBo x ndo seja encontrada no processo
da bissecante, significa que a secdio ndo é capaz de absorver o esforgo normal N, o
que caracteriza a ruptura.

Encontrada a raiz x da equacio (2.2}, a equacdo (2.10) fornece
diretamente o momento fletor de ruptura My da secgo,

2.3 — Céleulo de deslocamentos em pilares de concreto armado

A andlise de um pilar de concreto armado requer o calculo dos
deslocamentas transversais do seu eixo, uma vez que esses deslocamentos alteram os
momentos fletores solicitantes nas diversas secSes do pilar e, conseqiientemente,
sua capacidade de carga. Essa alteracdo dos esforcos solicitantes em funcio dos
deslocamentos € conseqiiéncia da n3o-linearidade geométrica da estrutura. A
ndo-linearidade fisica relativa ao material concreta armado foi considerada
anteriormente quando da adocdo de diagramas tensfo-deformacio nfo-lineares
para o concreto & para o aco. Uma vez que esses diagramas s3o utilizados na
obtencio das relagdes momento fletor—estarco normai—curvatura, a ndo-linearida-
de fisica fica incluida, finalmente, nessas relacGes. Elas serdo utilizadas para o
cdleulo dos deslacamentos transversais do eixo do pilar, através de um procedimen-
to iterativo de aproximacdes sucessivas. O aumento dos momentos fletores devido
aos deslocamentos transversais exige a comparacdo dos momentos solicitantes com
0 momento de ruptura da secdo. Com issu, ficam respeitadas as deformactes
limites para o aco e para o concreto & o ctitério de ruptura, através dos dominios
de dimensionamento, O estado limite Gltimo por ruptura € caracterizado quando,
em uma secdo transversal do pilar, 0 momento fletor solicitante atinge 0 momento
de ruptura.

Na figura 2.15 mostra-se um pilar isostético sob flexo normal, submetido
a um carregamento genérico.

=
o

N
1l
¥

13

Mb

Figura 2.15 — Pilar com carregamento genérico

Para se proceder ao célculo dos deslocamentos, divide se o comprimento ¥
do pilar em um nimero n de segmentos, de comprimentos iguais ou nio, através das
n + 1 secBes transversais mostrzdas na figura 2.16-a. Uma vez que o pilar é
isostdtico, os momentos fletores e esforgos normais nas diversas secdes podem ser
obtidos diretamente, por simples aplicacdo das equacBes de equilibrio da estatica.
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Esses 530 estorcos solicitantes de primeira ordem, uma vez que sdo obtidos na
configuracdo indeformada da estrutura. Os esforcos cortantes nas diversas secoes
ndo influenciam na andlise, j4 que estdo sendo desprezadas as deformactes por
cisalhamento, Na figura 2.16-b apresenta-se o diagrama de momentos fletores de
primeira ordem, de uma forma simbéolica, para um caso geral.

3 |n N+

l |

a — seedes transversais ao eixe do pilar

-
—_—
™~

A
Veidig

Mpt 1
Mn

- Ay

Myl My

b — momentos fletores de primeaira ordem
Figura 2,16 — Secdes transversais ao eixo do pilar 8 momentos Hetores de primeira ordem

A partir dos momentos fletores de primeira ordem e esforcos normais nas
diversas secdes transversais, obtém-se as curvaturas destas secBes através das relacdes
momento fletor — esforgo normal — curvatura. Com a hipétese de pequenos
deslocamentos e a expressdo aproximada para a curvatura, equacdoc {1.20),
verifica-se gue os deslocamentos transversais W do eixo do pilar podem ser
calculados por uma dupla integragdo das curvaturas ao longo deste eixo.

Na figura 2.17, encontra-se indicadoe o diagrama de curvaturas devido aos
esforcos de primeira ordem e os deslocamentos correspondentes.

et i %

Xaf Xaf Xy W W, W . Wnyt
1 I /’—%
/N/

X4 Wl

a — curvaturas b — deslocamentos
Figura 2.17 — Curvaturas e deslocamentos devidas acs esforcos de primeira ordem
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A integracdo das curvaturas pode ser feita com o emprego da analogia de
Mohr. Inicialmente inverte-se o diagrama de curvaturas e adota-se 0 mesmo como
um carregamento ficticio. Carrega-se o pilar como indicado na figura 2.18 e o3
momentos fletores calculados para este sistema serdo os deslocamentos transversais
procurados.

Xal Xaf Xs

e o
Xn

Xne

Figura 2.18 — Carregamento ficticio da analogia de Mohr

Devido aos deslocamentos transversais nas diversas secdes do pilar, resulta
um aumento dos momentos fletores. Recalculam-se os novas momentos para esta
configuracdo deformada, os quais sdo a soma dos momentos de primeira e de
segunda ordens. Determinam-se as curvaturas para os novos momentos & procede-se
a outra integragdo para encontrar os deslocamentos, e assim sucessivamente, até a
convergéncia. A convergéncia dos deslocamentos é admitida quando em duas
iteracdes sucessi\ras]- .1 &}, & satisfeita a desigualdade (2.30) para todas as seches.

o1 i
i
W,
1
A instabilidade estrutural é detectada quando, em uma secdo de referéncia,
trés iteracOes sucessivas mostram a divergéncia dos desiocamentos, ou seja, quando
é atendida a desigualdade

< tolerdncia(iz1an+1) (2.30)

ij—wj-l

>| Wias =W | - (2.31)

A ruina po: ruptura é alcancada quando o momento solicitante em
uma secdo transversal atinge o momento Gltimo, como apresentado na secio 2.2.3.

Com esta andlise pode-se verificar se um pilar é estave! ou nio, sob a
acdo de um dado carregamento. A convergéncia dos desiocamenios indica a
estabilidade, ou, em outras palavras, o pilar resiste as cargas aplicades. A
instzbilidade estrutural cu a ruptura significam que o pilar ndo resiste ac
carregamento dado. Entretanto, ndo fica caracterizadc o carregamento de ruina do
pifar, Um procedimento incremental pode ser empresado, juntamente com essa
andlise iterativa, para se obter a curve carga-deslocamento € o carregamento de
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ruina do pilar. Divide-se o carregamento da figura 2.15 por um fator inteiro m, de
forma que todas as cargas guardem entre si a mesma relacio de proporcionalidade.

O carregamento fracionado, mostrando o perfil do carregamento real, é
apresentado na figura 2,19,

Q/m
Mo/m Pg/m Mb/m

Po jm‘eﬂ% > ;iﬂ

1I_ 4

Figura 2,19 — Perfil do carregamento

Numa primeira etapa de carga, aplica-se ao pilar, na configuragio
indeformada, o carregamento da figura 2.19, e procede-se & anilise iterativa até a
convergéncia dos deslocamentos. Numa segunda etapa de carga, aplica-se sobre o
pitar [4 deformado um incremento de carga igual a0 carregamento da figura 2.19.
Assim, nesta etapa, o pilar estard com duas vezes o carregamento da figura 2.19.
Repetese a aznadlise iterativa até a convergéncia dos deslocamentos ¢ assim
sucessivamente, até que, em determinado nivel de carga, ocorra a ruina do pilar.

2.4 — Implementacdo computacional das deformagdes diferidas do concreto
2.4.1 — Inclusdo da fluéncia

A fluéncia do concreto pode ser introduzida no algoritmo de andlise
descrito anteriormente, através de procedimentos diversos. Nesta secio apresen-
ta-se uma solucdo relativamente simples sugerida no Manual de Flambagem do
CEB {ref. 11} e utilizada pelo autor (ref. 3). A consideracio da fluéncia consiste
simplesmente em se proceder a uma alteracdo no diagrama tensfo-deformacso do
concreto, através de uma trensformacéo de razdo ¢(1,1g), paralelamente ao eixo
das deformac@es. O novo diagrama tenséio-deformacdo € mastrado na figura
2.20.

A equaclo do trecho parabélico, entre 3 origem e a deformacio
0,002 {1+ ¢), ¢é dada por

100 g, 10° €%
are) ~ a9 -

g = fsc {2.32}

onde ¢ é o valor do coeficiente de fluéneia ¢(t,tq) em um determinado instante t.
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Figura 2.20 — Diagrama tens#o-deformacéo do concrewo no tempo, Consideracio da fluéncia

Devido 3 alteragBo procedida no diagrama tensdo-deformacio do concreto,
hé a necessidade de se alterar os dominios de dimensionamento, uma vez gue as
deformacgdes Gltimas para o concreto foram modificadas pela introdugdo do fator
{1 + ¥). Os dominios modificados para a inclusio da fluéncia do concreto sio
apresentados na figura 2.21.

Com o novo diagrama tensdo-deformacdo para o concreto, funcdo do
tempo, poda-se obter, em cada instante 1, as relacbes momento fletor — esforgo
normal — curvatura para a secdo em estudo, utilizando o mesmo procedimento jd
deserito. A ruptura da secio também & determinada como anteriormente, apenas
com a utilizacdo dos dominios de dimensionamento da figura 2.21.

[~}
i_d]’} 2°foo(1+‘~P} 3.5% a(l"l-(-P’
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Figura 2.21 — Domfnios de dimensionamento no tempo. Consideragio da fludncia do
concreto



2.4.2 — Incluséo da retracdo

A retracdo € incluida no algoritmo de andlise, considerando-se que a
deformagdo total do concreto, dada por (2.4), é composta de uma parcela
mecanica, Scmec, & da deformacdo especifica de retracdo no instante em questdo. A
deformacdo mecénica sera

Semee = XY — Sedlttg). (2.33)

Com as deformacbes mecanicas e o diagrama tensdo-deformagdo para o
concreto, obtém-se, por integracio na secio transversal, a resultante de compressio
& Sua posicdo. A resultante de compressio no concreto, R, pode ser vista como
constituida de duas parcelas

Ree = Reex + Regs, {2.34)
onde

ReeX — parcela da resultante devida 3 curvatura X;

Rees — dependente de X ¢ da retraciio Ceg.

Em ambas as parcelas ficam incluidos os efeitos da fluéncia do concreto,
porém a retracéio s6 aparece em Rges. Analogamente, a posicdo da resultante é
composta de duas parcelas distintas. No apéndice, estas expressdes encontram-se
deduzidas para sec@es retangulares.

Uma vez que as relacBes momento fletar — esforco normal — curvatura
dependem da resultante de compressio no concreto e de sua posicdo, a fluéncia e a
retragdo ficam, conseqlientemente, incluidas nessas relacdes. A ruina por ruptura,
através dos dominios de dimensionamento modificados da figura 2.21, e a
instahilidade estrutural, através do céleulo de deslocarnentos baseados nas relagGes
M—N-X , englobam finalmente os efeitos da fludneia e retragdo do concreto.

2.4.3 — Historia de carga

Em uma estrutura de concreto armado, parte das cargas de servico é de
longa duracao e parte de curta duragio. A parcela de longa duragéo € constituida
pela carga permanente e por parte da carga acidental, aquela parcela da carga
acidental quase permanente. Uma histéria de carga simplificada pode ser admitida
como na figura 2.22, onde tg € o instante correspondents a0 infcio da utilizagdo da
estrutura e ty € o instante correspondente ao final das deformactes diferidas do
concreto. As cargas de longa duragfo P‘g atuam no pilar desde to até ty e, neste
instante final, aplica-se um incremento de carga 6P ao mesmo. O incremento 5P é
a parcela de curta duracdo do carregamento,



f
P | lcarga)
5p
Pg
0 to n t{tempo)

Figura 2.22 — Histdria de carga simplificada

2.4.4. — Integragdo no tempo

MNos pardagrafos anteriores, apresentou-se uma forma simples para se
considerar a fluéncia e a retragdo do cancreto nas relagdes M- -N-X e no critério de
ruptura. Para cada instante 1 especificade, obtém-se uma relacie M -N--X
diferente, uma vez que o diagrama tensdo-deformaco do cencreto € varidvel com o
tempo e a retracdo altera as deformacBes da secdo de concreto armado. Na figura
2.23 apresenta-se um conjunto de relactes M—N—X obtidas para cada instante t.

Otbserva-se, pela figura, uma diminuigdo da rigidez com o passar do
tempo. Com isto, os deslocamentos serdo incrementados, © que ird reduzir a
capacidade de carga do pilar. Para se celcular os deslocamentos transversais do eixo
do pilar e sua variaco com o tempe, procede-se como se segue, baseando-se na
historia de carga da figura 2,22,

Inicialmente carrege-se o pilar com as cargas de longa duracdo Pg, aplicadas
no instante ig. Trabalha-se com uma relagdio M—N—X de curta duracfo para o
cédlculo dos deslocamentos. Esta relagdo € obtida com a resisiéncia do conecreto na
idade tp, que pode ser avaliada a partir do conhecimento do valor da resisténcia em
uma idade gualquer, através das correlacBes apresentadas no capitulo 1. Apds a
convergéneia dos deslocamentos, em uma secdo genérica ao longe do eixo do pilar,
o momente fletor é Mg, o esforco normal Ng, a curvatura X; e o deslocamente Wq.

Divide-se o intervalo [ta.fn] em n subintervalos [tp.t: ], [ta. t2]. . . o,
[t . 1,ty]- Uma subdivisdo logaritrica pode ser usada para melhor acompanhar
o desenvolvimento do coeficiente de fluéncia no tempo. Para o instante t
obtém-se uma relaco M—N-—X com o coeficiente de fluéncia e a deformacio
especifica de retracdo correspondentes. Admite-se que, entre os instantes tg e 1,
os esforcos solicitantes e os deslocamentos n@o se aiteram. Entretanto, no
instante t;, a relagio M—-N-X ¢ alterada devido & fluéncia e a retragcdo que
ocorrem no intervalo [to,ly ]. A estrutura fica menos rigida e ndo se encontra
mais em equilibrio. Com os esforcos solicitantes cbtidos no final da andlise
iterativa realizada para o instante tg, repete-se o mesmo procedimento com a
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relagio M—N—X correspondente ao instante t, até a convergéncia dos desloca-
mentos. O momeanto fletor, o deslocamento € a curvatura, na secio em estudo,
ficam ampliados para M;, W, e X,, respectivamente. Considera-se que o esforgo
normal nio sofre alteragdo, permanecendo com o valor Ng.

MJ\

: >
0 X
Figura 2,23 — Relagbes momento fletor — curvatura, para diversos instantes

Novamente admite-se que, entre os instantes t; e t;, os esforcos
solicitantes e deslocamentos permanecem inalterados, repetindao-ée 2 anglise com
estes esforcos e as relagbes M—N—X para o instante 1. Prosseque-se assim até o
instante final ty. Na figura 2. 24 apresenta-se a variagio do momento fletor em
uma secdo genérica, através das relacBes M—N-—X para diversos instantes considera-
dos. Na figura, Mg é 0 momento fletor de primeira ordem na sec3o em estudao.

Peta figura, observa-se que, se a anilise fosse de primeira ordem, a
convergéncia, na secdo em estudo, corresponderia ac ponto A. A passagem do
ponto A ac ponto B, com o crescimento do momente fletor de M, para Mg, deve-se
4 ndo-linearidade geométrica, De f; a t; admits-se que o momento fletor
permanece constante, igual a Mg, porém ocorre um acréscimo de curvatura devido
s deformacoes diferidas do concreto, com z passagem do ponto B & posicio C. De
€ a D, o momento fletor fica aumentado pela nfo-linearidade geométrica, passando
para M;, e a curvatura para X,. Prosseguindo-se assim, as curvaturas na secio
aumentam até a convergéncia final, no instante ty, onde vale Xp.
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Figura 2,24 — VariacGo do momento fletor em uma segio genérica, devide s deformacBes
diferidas

A curvatura diferida total, devido a fluéncia 2 a retracdo entre os instantes
iy & ty, € dada por

Xdif = Xn — Xo. {2.35}

Esta curvatura, devido & fluéncia e & retracio, deve ser caleulada para todas
as seches transversais do pilar. Ela € tomada como uma curvatura residual das
secdes.

Para o estdgio final do carregamento de curta duracdo, o pilar sera
solicitado pela carga total. Trabalha-se agora com uma relagio M—N—X sem incluir
os efeitos da retragdo e da fludneia, ou seja, com a mesma relagdo M—N—X adotada
para cargas de curta duracdo, A curvatura obtida com essa relagdio M—N—X, para o
carregamento total, deve-se adicionar a curvatura diferida, X(jf, para o célculo dos
deslocamentos transversais do eixo do pilar.

Neste estagio final, pode-se ainda considerar ¢ envelhecimento do
concreto. A inclusdo do envelhecimento pode ser feita tomande diretarmente uma
resisténcia majorada ou adotande um diagrama tensioc-deformacdc medificado,
como o da figura 2.20, com a adocfo de um valor negativo para ¢ (ref. 17). O
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aumento da resisténcia do concreto com a idade pode ser obtide a partir das
relagBes apresentadas no capitulo 1.

A possibilidade de ruptura de uma secdo do pilar deve ser verificada
durante o periodo de carga permanente, entre tg e tn, € no estdgio final do
carregamento de curta duracdio. Na passagem de um instante ao seguinte, com a
queda brusca de rigidez, também deve ser verificada a ruptura, A instabilidade,
porém, 54 deve ser admitida durante o carregamento constante, ou no estégio final
de curta duragdo. O acréscimo brusco dos deslocamentos que ocorre com a
passagem de um instante ao outre ndo deve ser considerado como instabilidade
estrutural, pois na realidade a variacdo no tempo ¢ continua e n3o discreta como se
est considerando.

2.5 — Exemplos

Nesta secdo apresentam-se dois exemplos, onde se comparam as respostas
obtidas com o algoritmo de andlise desenvolvido, com resultados experimentais
encontrados par outros autores (ref. 17).

Na figura 2,25 indicam-se as caracteristicas geométricas das seches
transversais dos pilares, bem como o esquema de carga utilizado nos ensaios
(ref. 17).

Pu
L 7.6em L [
1 1 —
—_— —_—
’\/. | n27ecm
£ Ase
€
. Ase
/\ 2 £,
b o ot I 1,27cm
1,2Tcm
{ segdo transversal)
e
Figura 2,25 — Geometria e carregamento dos pilares Pu

As caracteristicas Tisicas dos materiais s3o:
— resisténcia & compressdo do concreto: fg = 24MPa;
— tensdc de escoamento do aco: fy = 316MPa, apresentande um patamar de
escoamenta definido.
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Resposta para carga de curta duragdo.

O pilar R (ref, 17) foi ensaiado aos 28 dias de idade, tendo sido alcancada
a ruina em aproximadamente 45 minutos apds o inicio do carregamento. Assim, na
andlise numérica admitiu-se um coeficiente redutor da resisténcia & compressio do
concreto, devido ao Efeito Rlsch {ref. 28), igual a 0,92.

Na figura 2.26 apresenta-se a curva carga-deslocamento obtida experimen-
talmente, bem como a curva tedrica.

Observa-se pela figura a boa concordancia entre os resultados teédricos e
experimentais, na previsdo dos deslocamentos e da carga de ruina.

Pyu=es.77
6441 —— ——1 ]
54
z
E 4
o 38
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Experimantel
———— Tedrice
18
i
/i
) 2.5 5.0 7.5 10.0

Deslocamento no meic do vao {mm]}

Figura 2.26 — Curva carga-deslocameanto para carregamento de curta duragio

Resposta para carga de longa duragio

Um pilar com as mesma caracteristicas do anterior foi ensaiado (ref. 17)
para a determinacio da curva carga-desiocamento sob carregamento de longa
durac3o, A variacio do coeficients de fluéncia no tempo, obtida experimentalmen-
te, € mostrada na figura 2.27.

A histéria de carga adotada no ensaic é a mesma da figura 2.22, com
Pg = 39,47kN e 6P = 28,95kN. Além disso, a carga de lenga duracdo foi
aplicada aos 28 dias de idade e mantida constante por um perfode de 6 messs,
apds o que o pilar foi levado a ruina,
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Figura 2,27 - Variaciio de ¥ no tempo

Para o carregamento final de curta duraco, na andlise teérica, foi
considerado o envelhecimento do concreto admitindo a deformagio associada com

uma tensdo dada, igual a (1 + 0,625¢)/(1 + ¥) vezes a correspondente deformacio

para a curva tensdo-defermacfio no instante t = 28 dias. A retragio do concreto

néo foi inclulda na analise. As respostas encontradas sdo mostradas na figura 2,28,
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Figura 2.28 — Curva carga-deslocamento para carregamento de langz duragdo

Verifica-se mais uma vez a boa concordanciza dos resultados, o gue
confirma a eficiéncia do algoritmo para a andlise de pilares esbeltos de concreto
armado sob cargas de curta e de longa duracdo.
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CAPITULO 3
DIMENSIONAMENTC DE PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADQ

3.1 - O problema do dimensionamento

0 dimensionamento de uma secdo de concreto armado submetida a uma
solicitagcdo de flexocompressgo sé pode ser realizado iterativamente, através de um
processo de aproximacgdes sucessivas, onde em cada iteragdo procura-se igualar os
esforcos solicitantes aos esforcos resistentes {refs. 15, 20, 27, 28). O processo pode
tornar-se trabalhoso e até mesmo invidvel sem a utilizagdo de um computador,
dependendo da geometria da secdo e da disposi¢do das barras da armadura. Em
geral, existe uma infinidade de solucBes que satisfazem as condicBes de equilibrio.
Para tornar a solugdo (inica, ha a necessidade de fixar de antem3o a disposicio e o
proporcionamento da armadura. Assitn € que, para © caso classico de secOes
retangulares, submetidas a flexocompressdo normal, com armaduras dispostas nos
lados do retdngulo perpendiculares ao plano de atuagdo do momento fletor,
existem infinitas solugbes com armaduras assimétricas, porém existe uma (nica
solucdo com armadura simétrica.

O problema bésico do dimensionamento, apesar das possiveis variantes de
solucdo, é um s deseja-se encontrar a quantidade de armadura com uma
disposicdo predeterminada, a ser adicionada a sec@io de concreto, de forma que os
esforgos solicitantes igualem-se aos esforgos resistentes no estado limite Gltimo.
Resolve-se o problema a partir de algum critério de ruptura da secdo de concreto
armado. O critério de ruptura adotado pela norma NBR-6118 foi apresentado no
capitulo 1, através dos dominios de dimensionamento. Dividindo-se o problema em
dois, caso de grande excentricidade e caso de pequena excentricidade {ref. 15, 20},
ou resolvendo-o através de zonas de dimensionamento (ref. 27, 28), pode-se hoje,
com a utilizacdo de um computador, dimensionar uma se¢de de concreto armado
sob {flexocompressdo normal, no estado fimite dltimo,

A dificuldade do dimensionamente fica profundamente ampliada quando
se estende tal problema a pilares. Em se tratando de pilares de conereio armado,
surge, além da ndo-linearidade fisica do material, também existente no caso de
dimensionamento de secdo, a ndo-linearidade geométrica ocasionada pelos desloca-
mentos transversais do seu eixo. Os deslocamentos aumenfam os momentos
fletores solicitantes e, com isto, a armadura necessaria para garantir o equilibrio.
Com ¢ desconhecimento da armadura, pois esta é a incoanita, os deslecarmentos ndo
podem ser calculados, uma vez que a rigidez da estrutura depende também da
mesma. Consegilentemente, ndo se conhecem os momeritos Tietores solicitantes e o
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problema fica aparentemente sem solucfio. Realmente, ndo se consegue dimensionar
um pilar de concreto armado a ndo ser por tentativas.

Assim, surgiram processos simplificados, com malor ou menor grau de
aproximacao, que eliminam as tentativas. Estes processos tratam as duas ndo-lineari-
dades de maneira independente, em geral, considerando inicialmente a ndo-lineari-
dade geométrica e, em seguida, incluindo a fisica. A diferenca bésica entre eles
consiste na forma de se incluir a ndo-linearidade geométrica no dimensionamento,
como & mostrado a sequir,

a) Processo simplificado tipo 1

Neste processo, os efeitos ndo-lineares geométricos sdo incluidas, admitin-
do-se uma deformada para o eixo do pilar. Com isto, resulta uma excentricidade
adicional que ird incrementar o moemento fletor na secdo critica, a seco mais
solicitada. Com o momento total, soma dos momentos de primeira e segunda
ordens, e com o esforgo normal, dimensiona-se a secio em flexocompressio, Esse é
o processo simplificado permitido pela NBR-6118 e pelo CEB/FIP, como se
apresenta na secio 3.4,

b) Processa simplificado tipo 2

Como alternativa ao processo anterior, pode-se admitir que o material 8
elastico linear e resolver a equagio diferencial de equilibrio para se encontrar o
momento fletor méximo que atua nas segbes ao longo do eixo do pilar. Esse
momento maximo consiste de uma majoragio do momento de primeira ordem na
secdo e, por isto, o processo é conhecido como Método do Momento Majorade.
Com o momento majorado e o esforgo normal, dimensiona-se a secio &
flexocompressdo. Essa é a sclugdo proposta pelo American Concrete Institute, ACI
{ref. 2).

A precisiio dos dois processos fica restrita a condicBes particulares de
carregamento e ao proprio valor do carregamento, Uma vez que a ndo-linearidade
geométrica ¢ incluida de forma aproximada, a imprecisZo tende a aumentar com o
aumento da esbheltez do pilar. Além disso, com a realizacio do dimensionamento 3
flexocompressdo da segdo critica, impGe-se a condicéo de rufna por ruptura, o que
pode ndo ser o caso. A comparaco desses processcs simplificados entre si e com
um algoritmo de dimensionamento adequade, baseado na andlise descrita anterior-
mente, serd apresentada ao longeo deste capftulo,

3.2 — Consideracbes para o dimensionamento

Quando se comparam solugBes numéricas com resultados obtidos experi-
mentalmente, em todas as fases da andlise, trabalha-se com os valores médios da
resisténcia & compressdo do concreto, e, e da tensdo de escoamento do ago, l'y,
como apresentado no capitulo 2.

Entretanto, na situagio de projeto, é necessirio introduzir coeficientes de
seguranca para as cargas e as resisténcias dos materiais (ref. 8). Assim, para o cilculo
dos desiocamentos transversais do eixo do piiar, a partir das curvaturas do mesmo,
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trabalha-se com a resisténcia caracteristica & compressdo do concreto, fek, € com a
tensdo de escoamento caracteristica do ago, fyk- Isso se faz porgue, como a forca
normal Pq que comprime o pilar é uma forga majorada, ou seja, Pd = yf Py, é
necessdrio que os deslocamentos transversais sejam caracteristicos, para gue o
coeficiente ¥f seja 0 mesmo para 0s momentos de primeira & segunda ordens. Para
7f adota-se o valor 1,4, conforme exige a NBR-6118,

Jé para a verificacdo da ruina por ruptura de uma secdo do pilar, adota-se
a resisténcia de célculo do concreto, {4, e a tensdo de escoamento de célculo do
ago, fyda sendo

fyk
fgs S (3.1)
¥ 15 :

também em conformidade com a NBR-6118.

3.3 — Sistematizacdo computacional para o dimensionamento
3.3.1 — Relagio carregamento de ruina-armadura

Na secdo 3.4 serfo apresentados alguns processos simplificados de
dimensionamento de pilares propostos em normas. Esses processos ndo levam em
consideragdo a andlise global da estabilidade do pilar, através da inclusio
simultdnea das ndo-linearidades fisica e geométrica. As duas nio-linearidades sdo
inclufdas de forma separada, e a solucdo encontrada pode dispersar muito da
tegricamente exata, obtida através da analise descrita no capitulo 2.

Para se efetuar o dimensionamento de um pilar de concreto armado
baseada nessa andlise, é necessdria 2 determinacgdo da relagdo entre ¢ carregamento
de ruina do pilar e a quantidade de armadura do mesmo (ref. 3).
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Figura 3.1 — Situacio de cilculo para o pifar
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Ma figura 3.1 apresenta-se um pilar birrotulado com o carregamento die
projeto, para o qual deseja-se proceder ao dimensionamento. Admite-se ainda que &
secd0 transversai é constante ao longe do eixo do piiar, inclusive a armadura, &
forma da secdo transversai e a disposicdio da armadura sdo conhecidas “a priori™,
Pode-se entdo determinar a relacio entre o carregamento de ruina e a armadurs
existente em uma sec¢do transversal do pilar,

Iniciaimente admite-se a se¢do sem armadura alguma, isto é, que o pilar
seja de concreto simples. Escolhe-se um pardametro inteiro m maior do que 1 &
determina-se o perfil do carregamente, representade peio momento fletor myg e
pela forca normal pq, apiicados nos apoios, tais gue

M,
mpg = md :
(3.2}
Pa
pd - —ﬁ:l—- B

Conhecido o perfil do carregamento, procede-se a uma anélise incremental
come a descrita no capitulo anterior, de forma que, numa etapa genérica de carga, j,
o carregamento atuante no pifar consiste do momento Mi e da forca ‘norma! P‘i’
aplicados nos apoios e dados por ’ ’

Mi = jmgd; (3.3,
Py = jpc. (3.4

Com o momento M: e o forca norma ¥, regi’ze-se z andiise atd s

_J
convergéncia dos desiocamentos. incremenia-se ¢ carregaments 2 repete-se o
, DOr ruptura

e CREOs Do

ou por instabilidade, com o momento My e ¢ foros norme.

Mio = kooud; {3.5]
Pio = kopd. {3.81

Determinou-se assim ¢ carregamento de ruing, representado por Mio e
Pl o, para o pilar sem armadura e um primeiro ponto na curve dz figura 3.2,

Para a determinacdo do prioximo ponto da curve, arbizra-ge um valor
Ag- para a guantidade de armadurz nas segOes transversais & re -58 0 DrOCesss
a pcorréncia da ruina na etapa de carga k,, com ¢ mome -+ @ a forga
e P . Novos pontos sie encontrados, analogamernic, Doz se obier a curva
HEeh
7 omesmo procedimento pode ser adotado parg um oz submetido a um
onin genérico, desde gue seia mantide o perfii ¢o carregamsnio de projeto.
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M P A /
Mkz.sz
Mgy, Pky
Mg, Pko J
B Asy Asz As

Figura 3.2 — Curva carregamento de ruina-armadura para o pilar

Na figura 3.3 apresentam-se algumas curvas obtidas para um pilar
birrotulado com o carregamento da figura 3.1. A secdo transversal € constante ao
longo do eixo do pilar, inclusive a armadura, e tem a forma indicada na propria
figura. Os pardmetros adimensionais empregados sdo definidos pelas expressdes
(3.7} a (3.11).

wit]

h

WVIpli ACO CA 504 @010
1.0 — =

.¢d‘

S
AL

Ag
L]

0.6 / / N g
/ b

+—

Q0 0208023 .5 064 C.B9 1.0 1,26 &7 w

Figura 3.3 — Curvas carregamento de ruina-armadura para diferentes indices de esbeltez
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Pq

v m {3.7)

p= 5:{:$S_Mb‘ 32 " (3.8)

a= g, (3.9)

g = i_ (3.10)

= ﬁ fy_d (3.11)
bd fed

3.3.2 — Dimensionamento baseado no desequilibrio

Conhecida a curva carregamento de ruina-armadura para o pilar, o seu
dimensionamento & imediato. De fato, a solucdo para o problema do dimensiona-
mento consiste em um ponto da curva, uma vez que o mesmo deve ser feito
impondo a condicdo de ruina do pilar sob o carregamento de projeto. O
carregamento de projeto 8, portanto, um carregamento de ruina para o pilar. Para o
pilar birrotulado da figura 3.1, a armadura procurada Ag & a indicada na figura 3.4
e corresponde ao carregamento de ruina M, d e Pg.

M, P A
Mds Pds /?
Mdk,Pgk /
Ak
Mid,Pd 1 i
Mai, Pdi 7
L’
¥ r >
Asi Ag Ask Ass As

Figura 3.4 — Curva carregamento de ruina-armadura com desequilibrio Ak para a armadura Agy
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Para uma quantidade de armadura genérica Agk, o carregamento de ruina
é representade pelo momeanto Mdk e pela forga normal Pgk. O desequilibrio
relativo Ak, entre esse carregamento e o de projeto, é dado por (3.12} ou {3.13),
uma vez que a curva foi obtida mantendo-se 0s incrementos de carga inalterados.

_ Mg, M;d
5k = o (3.12)
_ Pak—Pd

A soluciio procurads é aquela que torna nulo o desequilibrio .

A fim de minimizar o nimero de pontos a serem determinados na curva e
sistematizar a procura do ponto gue constitui a solugdo, pode-se empregar o
processo da bissecante. Para isso € necessdrio encontrar um intervalo [Agj Agg| de
tal forma que a solucdo Ag se encontre dentro do mesmo. Para o limite inferior Agj
do intervalo, pode-se adotar simplesmente Agj = 0. Também, para reduzir o nimero
de iteracBes, pode-se realizar um dimensionamento & flexocompressio com o
momento M;d e a forca normal Py, para encontrar Ag. Em qualquer das duas
alternativas, a solucdo Ag serd maior, ou eventualmente igual a Agj. Para Agg, hd @
necessidade de se adotar um valor suficientemente grande, capaz de garantir que a
solucdo Ay seja menor que o mesmo. Nos casos usuais de pilares de segdo transversal
constante, pode-se empregar um dos processos simplificados da secdo 3.4 para a
determinaciio de Ags. Entretanto, hd a necessidade de se testar o sinal do
desequilibrio &g, uma vez que ndo se sabe, a principio, se 1ais Processos resultardo
em uma solucdo a favor da sequranga. Em caso contrério, ou seja, se o desequilibrio
8¢ for negativo, incrementa-se a armadura até que fique definido o fimite superior
Ags. Calculam-se finalmente os desequilibrios 51 e 85 por (3.14) e (3.15) e
podem-se realizar as iteragOes do processo da bissecante, como na figura 3.5.

O A
Os
Asi Asy Asz .
o &2 Ass As
(a3}
&i

Figura 3.5 — Processo da bissecante para anular o deseguslibnio

67



. Mg --M,d Pai — Pq
01 = M d =~ pd (3.14)

Mgs —Mid _ Pgs -Pg
M d ol (3.15)

o8 =

A convergéncia do processo serd satisfeita quando, numa iteracio genérica
i, resuttar 18j1 = tolerdncia preestabelecida.

A sclucdo obtida por este procedimento é relativamente precisa, pois na
convergénela tem-se o carregarmento de projeto tendendo para o carregamento de
ruina do pilar, como é desejado. Entretanto, é uma solugio extremamente
trabalhosa do ponto de vista computacional, pois para cada aproximacgo da
armadura deve-se determinar toda & resposta do pilar através do procedimento
incremental, para se encontrar o carregamento de ruina. Por outro lado, o ndmero
de iteracBes necessarias para a convergéncia do processo da bissecante ¢ dependente
do tamanho do intervalo [Ag, Agl gue se escolhe. Quanto menor esse intervalo,
mais rdpida se dd a convergéncia. Para pilares de seco transversal constante,
utilizendo-se a determinacdo de Ay e Ags sugerida anteriormente, consegue-se a
cenvergéncia com um nOmero de iteracBes relativamente pequeno. Para pilares de
secdo retangular, como a da figura 3.3 e com o carregamento da figura 3.1, em
geral a convergéncia se dé na primeira iteragdo ou no méximo na terceira, para uma
precisdo da ordem de 17, , Assim, necessita-se fazer apenas 3 andlises para a
determinacdo do desequilibrio, ou no méximo 5.

Mesmo assim, o tempo de processamento computacional requerido é
relativamente atto. A inciusdo da fludncia e da retracio do concreto aumenta
muito esse tempo e a tentativa de se confeccionar tabelas adequadas de
dimensionamento se vé fracassada. Entretanto, & um processo rigoroso do ponto de
vista conceitual e deve ser usado em casos especiais onde o risco de ruina do pilar
seja alto. Também serve de base pars a zafericBo dos processos simplificados
propostos em normas e mesmo de ouiros que, apesar de baseados numa analise
ndo-linear realistica, sdo conceitualmente menos precisos. Este 6 o caso do processo
alternativo apresentado a seguir.

3.3.3. — Processo alternativo de dimensionamento

Para evitar o inconveniente do processo anterior, apresenta-se uma
solucdo alternativa que, apesar de conceitualmente menos exate, tem sua precisdo
constatada numericamente através de vdrios exemplos (ref. 3}.

Nesse precedimento ndo se determina o valor correto do desequilibrio para
a realizacdo do processo da bissecante e sim arbitra-se um valor para o mesmo.
Com isso ndo hi a necessidade de se determinar todz a resposta do pilar para
encontrar o carregamento de ruina. Interessa aqui simplesmente saber se o pilar
com uma dada armadura resiste ou ndo ao carregamento de projeto. Realiza-se
entdo a andlise do capitulo 2 com o carregamento total de projeto e ndo mais
através do procedimento incremental. Se ngo ccorrer a rufna, ou seja, se o pilar com
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uma dada armadura resistir ao carregamento de projeto, significa que o desequili-
brio é positivo e, em caso contrario, é negativo. Adota-se para o desequilibrio um
valor prefixado § gualquer, que serd positivo ou negativo, dependendo da situagdo.
Assim, em cada iteragBo no processo da bissecante tern-se uma disposicdo para o
desequillbrio nos extremos do intervalo, conforme figura 3.6. Com isso, a
aproximacdio da armadura para uma determinada iteracio serd o ponto médio do
intervalo da iteragio anterior.

(] JP
&
Agj Asy
Asg As
-5

Figura 3.6 — Determinacdo da primeira aproximacédo da armadura Agy

De acordo com a figura 3.6, a primeira aproximacio Ag, para a armadura
é dada por

,'_A
s ﬂz_ﬁ , (3.16)

Repete-se a andlise com o carregamento total de projeto e com a
armadura Ag, e adota-se o valor - § ou + & para o desequilibrio correspondente, se
a rufna ocorre ou ndo, respectivamente, Obtém-se uma seqliéncia de valores Ags,
Asy, Ass, . . ., Asn, que se aproximam cada vez mais da solucdo, uma vez que, em
cada iteracdo, o tamanho do intervalo onde se encontra a raiz ¢ reduzido. A
convergencia ¢ admitida quando, em uma iteracdo genérica , a desigualdade {3.17)
for satisfeita.

lAgn — Agp - 1|

L. < tolerdncia . (3.17)
Agn -1

Na convergéncia ndo se conhece o valor real do desequilibrio, porém
garante-se que o erro cometido & pequeno. De fato, pela figura 3.7, se Agy - 5,
Agn . 1, e Agp s80 trés velores sucessivos da seqiiénaiz obtida, 2 solucdo real
necessariamente encontra-se no intervalo [Agn - ». Agp - |
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Figura 3.7 - Verificagio da convergéncia do processo

Na convergéncia, se ¢ é a toierancia estipulada, tem-se que

Bon —Asn-db (3.18)
Asn -1 ’
ou, pela figura 3.7,
X
<o . 3.19
Asn -1 . | )

Também pode-se ver gque

Asn-s =As-ol X 5, Asmer (3.20)
Agn-2 Agn -2 -2

De (3.20) conclui-se que

lAgn -1 — Asn -2} cd

5 3.21
A 1 { )

De (3.21) verifica-se que, se « Tor um valor suficientemente pequeno, para
qualguer valor de Ag dentro do intervalo fAgn .- 2, Asn - 1], 0 erro serd também
pequeno. Em particular, adota-se o valor de Ag como solugo do problema,

0 tempc de processamento requericlo para se encontrar a solucdo ¢
sensivelmente menor que no processo anterior. Para pilares de secdo retangular,
como a da figura 3.3, & com o carregamento da figura 3.1, encontrou-se uma
reducdo média do tempo de processamento da ordem de 15 vezes, deste processo
para o anterior {ref. 3).

3.3.4 — Exemplos experimentais

3.3.4.1 — Pilares sob cargas de curta duragao

Os exemplos apresentados nesta secdo constituem uma série de 17 pilares
que foram ensaiados até a ruina {ref. 17), com valores do indice de esbeltez X de 83
e 125,

Os pilares tém secdio transversal constante ac longo de todo o seu
comprimento, inclusive a armadura {figura 3.8), e foram levados & ruina em
aproximadamente 45 minutos apds o inicio do ensaio, aos 28 dias de idade. Na
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andlise, admitiu-se um coeficiente redutor da resisténcia & compressido do concreto,
devido ao Efeito Risch, igual a 0,92, Os ensaios foram realizados com velocidade
de deformacdo controlada.

Pu
"“_ '
L 7.6 cm L
1 1
T 1,27 em
E A ;
se e
© £ L
" Ase
® ® 1 1,27 cm
- o
1,27 ¢m
o
{se¢do transversal)
Pu

Figura 3.8 — Geometria e carregamento dos pilares

Para a determinagio da resisténcia 3 compressio do concreto, foram
ensaiados dois corpos de prova, Um primeiro corpe de prova é o cilindro de 15cm
de didmetro e 30cm de altura, padrdo da AssociacZo Brasileira de Normas Técnicas,
ABNT. A resisténcia obtida neste corpo de prova denomina-se fe. Um segundo
corpo de prova tem & mesma secdo transversal dos pifares e altura iqual a trés vezes
o lado da secdo. A resisténcia obtida neste corpo de prova denoming-se f
resisténcias obtidas para os dois corpos de prova sZo diferentes, umea vez que a
forma e dimensles dos mesmos diferem. Para a ardlise numérica adotase a
resisténeia obtida no corpo de prova prismatico, pois 0o mesmo retrata melhor a
realidade, j& que tem a mesma forma e dimensGes da secBo transversal dos pilares.
Uma vez que sdo comparados resultados tedricos com experimentais, a determina-
cdo da ruptura é feita com a prépria resisténcia fp.;. O aco utilizado tem patamar
de escoamento definido, aga classe A, e uma tensio ce escoamento denominada fy.
Para seu module de elasticidade adota-se o valor 210kN/mm?, pela falta de
determinacdo experimental. As cargas de ruina Py obtidas nos ensaios sfo adotadas
como cargas de projeto parz os pitares, bem como as excentricidades iniciais e;. Os
valores obtidos para a armadura Ascal, calculzda com o algoritmo da secdo 3. 3,
sdo comparados com a armadura existente nos pilares, Age, e encontram-se na
tabela 3.1.
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Tabela 3.1 — Pilares sob carga de curta duragio

e fpr Py e, Agcal (AscaiAse)
Age
PILAR | MPa MPa {kN) {cm) {em?) 1.
2 =182,9cm; fy=359MPa; Age=0,71cm?; A==83
P, 275 20,0 | 33,79 | 3.81 0,71 0,0
P, 275 20,0 34,02 3,81 0.72 1.4
P, 30,0 24,0 45,36 2,54 0,60 - 7,0
P, 30,0 24,0 | 4771 | 2,54 0,72 14
P, 31,0 225 | 68,03 | 1,27 0,77 8,5
P, 31,0 22,5 66,67 1,27 0,74 4.2
P, 32, 225 56,47 1,91 0,78 9.9
Py 32,0 22.5 54,06 1,91 0,71 0,0
£=182,9cm; fy=316MPa; Age=0,50cm?; X~ 83
Py 32,0 23,0 61,23 1,27 0,60 20,0
P, 32,0 23,0 | 5851 | 1,27 0,54 8,0
Py 33,0 230 | 4749 | 191 0,55 10,0
P.s l 330 23,0 46,49 1,91 0,53 6,0
P,y | 33.0 23,0 37,87 2.54 0,51 2.0
By, 330 23,0 37,74 2,54 0.50 0,0
| ]
0=274,3cm; fy=316MPa; Age= 0,50cm®; A=125
P, s 31,0 220 | 31,75 | 127 0,56 12,0
Py 300 | 21,0 | 2481 | 1,91 0,51 20
P~ 29.5 21,0 20,95 2,54 0,49 -2.0

3.3.4.2 — Pilares sob cargas de longa duracio

Dezassete pilares foram colocados em carga aos 28 dias de idade, e a carga
foi mantida por 8 meses, apds o que os pilares Toram levados a ruina (ref, 17). A
historia de carga utilizada nos ensaios é mostrada na figura 3.9, onde Pg é a carga
de longa duracdc e 8P é o acréscimo dado ao carregamento para levar os pilares a

ruina. O esquema de carga e a geometria dos pilares sdo os mesmos da figura 3.8.

72




p
——
(6] ’
Pg
0 2B 208 tempo {dios)

Figura 3.9 — Historia de carga nos ensaios

Para a determinacdio da resisténcia 4 compressdo do concreto, foram
utilizados os mesmos cerpos de prova dos exemplos anteriores, obtendo-se a
resisténcia cilindrica f¢ e a resisténcia prismatica fpy que foi utilizada na andlise.
Para a determinacio da variacio do coeficiente de fiuéncia ¢ no tempo,
carregaram-se corpos de prova prismaticos, com as mesmas dimensdes dos utilizados
para obter a resisténcia 4 compressdo do concreto, com cargas correspondentes a
25, BOY/. e 75°/. da resisténcia dos prismas correspondentes. A variagdo de ¢ com o
tempo t é mostrada na figura 3.10.

/- 2.4
2.0 /

S-
/|

o 1.5
2 /
| /
o 1,0
o
>

2,5 /’/

o R, o

1 5 10 50 100 500 1000 5000

Valor de [(t+1) em horas

Figura 3.10 — Vartacdo de ; no lempo
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As cargas de longa duragido Ps e o acréscimo final 8P utilizados nos
ensaios sdo adotados como cargas de projeto. O ago é o mesmo dos exemplos
anteriores.

Para o carregamento final de curta duracio, foi considerado o envelheci-
mento do concreto tomando a deformagdo associada com uma tensdo dada, igual a
(1 +0,625£)/(1 + ) vezes a correspondente deformacio para a curva tens3o-defor-
macdo no instante t = 28 dias (ref. 17). A retragfio do concreto nio foi incluida na
andlise. Os valores obtidos para a armadurz calculada, Agcal, 580 comparados com a
armadura existente nos pilares, Age, como é mostrado na tabela 3.2.

Tabhela 3.2 — Pilares soh carga de longa duragio

fb‘ fpr Pg sP Cl Awal (A‘\CBIAA‘\E)
ASC
PILAR MPa MPa (kN {kN) {em) {em?) i

€= 1829cm; fy=359MPa; Age=0,71cm’;X = 83

P, 275 0 200 ] 2028 1234} 3811 0,71 0,0
P, | 275 | 200 1352] 1941} 381 | 0,70 -14
P, 300 | 240 ] 27,21 1656 254 | 068 -4,2
B, | 300 | 240! 1814 2304 254 | 060 <155
Pe | 310+ 225 | 4083) 1973} 12 0,74 4,2
P, 31,0 1 225 | 27,220 3325 1,27 | 067 56
P, 32001 225 | 3403 1706 191 | 0,73 2,8
Ps 32,0 | 225 | 2268 2813] 1,91 | 0,68 -42

|
0= 182,9%m; fy=316MPa, Age=0,50cm®; A=

P, 320 | 230 3674 | 839 1,27 | 0,53 6,0
P | 32,0 | 230 | 2449 3483 | 1,27 | 061 2%
P, | 330 | 230 | 2849 13,20] 1,91 | 051 2
Py | 33,0 | 230 19,00 25671 1,91 | 0,53 6,0
P,y | 330 230 2268 | 1442 254 | 0,54 8,0
P | 33,01 230 1510/ 21,59 | 2,54 | 0,51 2,0

¢=274,3cm; fy=316MPa;, Age=0,50cm?; A =125

Pis | 310 | 220 2041 | 4,13] 1,27 | 054 | 8,0
P, | 300 210 1429| 771| 191 | 048 -4,0
Por | 2951 210 1188 821 254 | 049 2,0




3.3.5 — Coeficiente de seguranca

O coeficiente global de seguranca, s, € definido como sendo a razio entre o
carregamento de ruina e ¢ carregamento de servico do pllar. O carregamento de
ruina, neste caso, é obtido com as resisténcias caracteristicas dos materiais, ou seja,
a ruptura é verificada sem reduzir as resisténcias,

De um modo geral, este coeficiente & composto de trés parcelas, uma
devida a majoracdo das cargas de servico e as outras duas devidas & minoracio das
resisténcias dos materiais, gue sfo as condiches de seguranga impostas no
dimensionamento. Nestas condigdes, o coeficiente de seguranca fica dependente do
grau de solicitacdo do pilar. Assim € que ele diminui com a esheltez, pois, gquanto
maior a esbeltez do pilar, maiores serdo os momentos de segunda ordem e,
conseqientemente, maior o grau de fissuracdo da peca, reduzindo com isso a
parcela de contribuicdo de fator minorador da resisténeia do conereto.

Ma figura 3.11, apresenta-se a variacgo do coeficiente global de segurenca
para valores do pardmetro de esbeltez &/d entre 12,7 ¢ 40, o gue corresponde a
indices de esheltez A de 40 e 125, respectivamente. O aco utilizado ¢ o CA 50A
tref. 6) e o pardmetro 4°/d é igual a 0,10. A situacio de projeto & a mesma ca
figura 3.1. As definicoes do esforco normal reduzido ¥ € do momento fletor
reduzido, i, s80 dadas pelas expressdes (3.7} e (3.8). O carregamento € de curta
duragio. O coeficiente de seguranca indicado na figura é obtido através do
dimensionamento pelo processo alternativo apresentado na secdo 3.3.3.

Y
12,7 19,1 255 40,0 N
d
M=0860
! \
1.8%
1%
e'E-O
Le8 \_
1,61 _____\’_:_o—_gg_____ 3
1,54 5
147 20,20
1.0 e
0 40 &0 a0 125 e

Figura 3.11 — Variagdo do coeficiente global de segurance s, com a esheltez € com a forca
normal
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3.4 — Processos simplificados de dimensionamento de pilares

3.4.1 — Processo da NBR-6118

A NBR-6118 apresenta um processo simplificado para incluir a ndo-lineari
dade geométrica no dimensionamento de pilares de concreto armade, guando o
indice de esbeltez A ¢ maior do que 40 e menor ou igual a 80. Para indices de
esbeltez ndo superiores a 40, os efeitos de segunda ordem s8o desprezados e os
pilares sdo dimensionados como pilares curtos.

O processo restringe-se a barras retas com secdo transversal simétrica
constante, inclusive a armadura, & forca normal também constante ao longo do seu
comprimento.

Admite-se uma configuracio deformada para o pilar e arbitrase a
curvatura Gitima da secdo mais solicitada. Na figura 3. 1 apresenta-se o pifar na
situacdo de célculo, onde M;d ¢ o momento de primeira ardem e Pg & a forca
normal de caiculo,

Admite-se para a deformada W do eixo do pilar uma funcdo continua que
cumpre as condictes geométricas de contorno, W(0) = 0 e W(£) = 0, na forma

W(x) = Wipax Scn j;_ . {3.22)

Com a hipotese de peguenos desiocamentos e utilizando-se a expressio
aproximada para a curvatura, resulta para as mesmas a expressio

X= -ﬂ:— Wond S0 —= . (3.23)
e A g

Cabe agui salientar que a funcio adotada para os desfocamentos em
{3.22) n3o cumpre as condicbes mecdnicas de contorno. De fato, por {3.23)
verifica-se serem nuias as curvaturas nos apoios, o quea sé seria real se 0s momentos
ai também fossemn nulos.

De acordo com (3.23}, observa-se que a curvatura Xy na seclo do meio do
pilar é proporcional ao deslocamento transversal maximo Wik, gue também
ocorre nessa secdo, isto &,

2

Xy = _gi‘ Wmix - {3.24)

Assim, o deslocamento maximo Wgpix pode ser calculado em funcéo da
curvatura Xy da segBo mais solicitade, por

Wméxri—‘;; | %u| - (3.25)
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Para|Xy |, a NBR-6118 adota a expressio

0,0035 + fyq/Eg

| X = +05h : (3.26)
com
v+052=10, {3.27)
onde
- Kf“%éa‘ (3.28)
sendo
h = lado, paralelo a excentricidade inicial considerada, do retdngulo
circunscrito a secdo.
A = érea da seciio geométrica da peca.

Na realidade a NBR-6118 adota uma expressdo um pouco diferente de
{3.25), apenas substituindo o denominador % por 10.

O deslocamento transversal Wipsx serd tomado come uma excentricidade
de segunda ordem, gerando um momento de segunda ordem M, d, dado por

M, d=Pa Wmix, (3.29)

O dimensionamento do pilar recai no dimensionamento a flexocompressdo
da seciio mais sclicTtada, com a forga narmal Pg e com o momento fietor total My,
dado por

Md=M;d +M.d. (3.30)

O processo proposto é de aplicacdo facit e imediata, uma vez que,
conhecido o momento fletor total de cileulo My, o dimensionamento recai no
caso de pilares curtos, com indice de esbeltez X &até 40. O coeficiente v na
expressio {3. 26) tem por objetivo levar em conta ¢ decréscimo da curvatura
Ultima de uma secdo de concreto armado com o incremente do esforgo normal.
Entretanto, tal reducio ndo é suficiente, e no casc de grandes valores da forca
normal P4, a curvatura convencional adotada em (3.26} serd maior que a
curvatura reat, ocasionando uma solugdo & favor da segurancga, como mostrado
nas segdes seguintes.
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3.4.2 — Processo do CEB

O processo simplificado apresentado no Manual de Flambagem do
CEB/FIP ({ref. 11} difere do processo da NBR-B118 apenas quanto ao valor

adotado para a curvatura X,. Sequndo o CEB, a curvatura Xy para a utilizacio na
equagdo (3.25) é dada por

0,0035 + fyd/Es

Xyl = ,5¢ vo = 0.3;
1 n 0
{3.31)
0,0035 + fy4/E

Xyl = _____Yd'{ B .58 vg > 0,5;

2vg h
ande

P
d {3.32}

'O 0,85 Ag foq

Entretanto, para o calculo das resisténcias de projeto dos materiais deve-se
aplicar um fator de comportamento Y = 1,2. Assim, as resisténcias de calculo seriio

i
fcd &= Ck »
TnTe
{3.33)
fi
fyd = _&_ §

onde Ye e Y, de acordo com o CEB, sdo iguaisa 1,5 e 1,15, respectivamente,

3.4.3 — Processo do ACI

Q processo simplificado proposto pelo ACI {ref. 2), usualmente denomina
do método do momento majorado, é permitido para piiares com indices de
esbeltez X entre 22 e 100. Para pilares com indices de esbeltez inferiores a 22,
desprezam-se os efeitos ndo-lineares geométricos e o dimensicnameanto enquadra-se
no caso de pilares curtos.

O processo € baseado na andlise eldstica linear do pilar da figura 3.1.
Admitindo-se qua o material seja eldstico linear, o desiocamento transversal
maximo, W4y que ocorre na secio central do pilar {ref. 10}, é dado por
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M, q & [2(1 — cosy)

Wndx = , (3.34)
MAXTLET L Y2 cost
onde
T P
b= P_S (3.35)

e Pa é a carga de flambagem de Euler dada por

* El
Pe = —E;_,— : (3.36)

0 momento total My na secdo critica €
Md =M;d +PaWmax - 13.37)

Substituindo (3.34), (3.356) e (3.36) em {3.37), resulta

hidzﬁMldr {3.38:‘
onde
1
B = m— {3.39}

O fator 8 & denominade fator de amplificacio e pode ser colocado
simplificadamente na forma

1
B =,_._----1 P - (3.40)
-

Q fator de amplificagdo adotado pelo ACI & dado por {3.41), onde ¢ = 0,70
é um fator de redugdo de capacidade.

1
- .1.___-— B (3.41)
¢ Pe

Para o calculo da rigidez El pode-se adotar a expressdo

Eg1c/2,5

Bl = 2825,

(3.42)
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onde I é o momento de inércia centroidal da secdo de concreto, sem inclusdo da
armadura.

O parametro g em (3.42) é a razio entre 0 momento devido as cargas de
longa duracio e o momento de projeto total.

Com o momento total My e a forga normal Pg, dimensiona-se a secio 3
flexocompressdo, como no caso de pilares curtos.

O processo, em geral, tende a superestimar a armadura para valores da
forga normal significativos em relacie a carga de flambagem de Euler. Para
pequenos valores da forga normal, os resultados sio razodveis, como serd mostrado
adiante.

3.4.4 — Processo da DIN

Segundo a DIN 1045 (ref. 20), os efeitos ndo-lineares geométricos podem
ser desprezados em qualquer dos sequintes casos;

a) A=20

b} e/hz=35 seA=70,e
A
ZE == A>T0,
e;/h=3, o se
onde e, e h sdo a excentricidade de primeira ordem e a dimensio da secio
transversal na direcéo em consideracio.

¢} A < 45, para pilares internos de pérticos indeslocaveis regulares, guando o
comprimento de flambagem for tomado igual 3 altura do andar.

d} A =45 -~ 25 M, /M,, onde M, e M, sdo os momentos de primeira ordem nos
apoios & | Myl = | M1 | no caso de pecas comprimidas indeslocéveis,
engastadas efasticamente em ambas as extremidades e sem cargas transversais,

Quando a situacdo de célculo ndo se enquadrar em um dos casos
anteriores, os efeitos ndo-lineares geométricos devermn ser incluidos. A norma
apresenta um processo, para 20 < & = 70, gue consiste na adocio de uma

excentricidade adicional de sequnda ordem, andlogo aos processos da NBR-6118 e

do CEB. A excentricidade de segunda ordem, e, ¢ dada por uma das expressdes

(3.43) 2 (3.45), em funcdo da excentricidade inicial relativa ey, h e do indice de

esheltez X.

= ﬂ \/ e_; < BL ga3p
€: = h 100 0,10 + E se 0= i ‘-\O,.JO, {3.43)

L k=0 R e

2= h Tgp— . s 030 <1<250 (3.44)
A 20 ( e ) en o~ & -

&= h o5 (350 - _h) , 5250 < 1L <350 (348)
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3.4.5 — Exemplos

Nas tabelas 3.3, 3.4 e 3.6 apresentam-se alguns resultados obtidos com os
processos simplificados descritos anteriormente e com o algoritmo alternativo de
dimensionamento da secfio 3.3.3.

Encontram-se tabeladas as taxas mecénicas de armadura «w, como
definido em {3.11}, para esforco normal reduzido r e momento fletor
reduzido u, definidos em (3.7) e (3.8), respectivamente. O pardmetro 4°/d é
iguala 0,10 e 0 aco é o CA 50A. O carregamento é de curta duracio.

Tabela 3.3 — Valores de w — &/d = 12,7 (A = 40)

v
J34 METODO

0,20 0,60 1,00

ALGORITMO 0,12 0,09 0,20

NBR 0,12 0,11 0,23

0,20 CEB 0,15 0,16 0,32
DIN 0,13 0,14 0,28

ACI 0,11 0,08 0,20

ALGORITMO 0,50 0,50 0,65

NBR 0,50 0,50 0,65

0,60 CEB 0,59 0,69 0,90
DIN 0.50 0.53 0.72

ACI 0,50 0,52 0,71
ALGORITMO 0,88 0,89 1,05

NER 0,88 0,88 1,04

1,00 CEB 1,03 1,22 1,49
DIN 0,86 0,91 1,11

ACI 0,89 0,94 1,18

Observa-se pelos resultados que o processo da NBR-6118 € o que melhor
se apresenta em relagfio ao algoritmo. O erro méximo detectadc é da ordem de
257, a favor da seguranca. Observa-se também que, para valores de K&y no menores
que 1, ocorre praticamente a coincidéncia do processo simplificado com o
algoritmo, Para valores de pfr inferiores a 1, o processo fica sensivelmente a favor
da seguranga, devido & superestimacio da curvatura Gltima da secdo.
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Tabela3.4 — Valores de w — &/d = 19,1 (A=60)

H METaNO 0,20 0,60 1,00

ALGORITMO 0,13 0,14 0,26

NBR 0.14 0.17 0.32

0,20 CEB 0.17 0.21 0,37

DIN 0,16 0.23 041

ACI 0.12 0,12 0.29

ALGORITMO 0,51 0,56 0,73

NBR 0,52 0,56 073

0,60 CEB 0,61 0.73 0,95

DIN 0,52 0.61 0.86

ACI 0,53 0,62 0,95

ALGORITMO 0,90 0.95 115

NER 0.85 0.94 112

1,00 CEB 1,05 1.26 1,53

DIN 0.86 0.99 1.25

ACI 0,94 1,12 157

Tabela 3.5 — Valoresde w — &/d = 25,5 (= 80)

H METODO 020 | 060 1.6

ALGORITMO 0.16 0,21 0,35

NBER 0.17 0.26 044
0.2 CEB 0.19 0.27 044
DIN 0.18% 031% 0,53%

AC 0.13 02 0,60

ALGORITMO 0,54 0.64 0,85

NBR 0,54 0,64 0.84

0,60 CEB 0,63 0,78 1,00
DIN 0,54% 0,69% 0,99%

ACI 0,57 0.85 1,80

ALGORITMO 0,92 1,03 1.26

NBR 0,92 102 1,23

1,00 CEB 1,07 131 1,58
DIN 0:86 1,07% 1138%

ACH 1.01 148 2,98

¥ Situacdo fora dos limites de aplicacdo do método
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Dos quatro processos testados, o que fornece piores resultados é o do
ACI, principalmente para grandes valores do esforco normal. Isto se da porque,
quando o esforgo normal torna-se significativo frente & carga de Euler, o fator de
amplificacdo de momentos fica muito grande e irreal. Para melhorar os resultados,
deve-se considerar as armaduras na avaliacio da carga de Euler. Q ACI fornece uma
expressdo para o céleculo da rigidez & flexdo incluindo as armaduras. Assim, a
rigidez dada pela equagdo (3. 42) deve ser usada como pré-dimensionameanto, e, a
partir da armadura obtida, procede-se a novos dimensionamentos incluindo as
armaduras no calculo da rigidez.

3.5 — Dimensionamento para cargas de longa duracio
3.5.1 — Coeficiente de fluéncia do concreto

A fim de utilizar o coeficiente de fluéncia proposto pelo CEB no
dimensionamento, torna-se necessdria a fixacio de certos parimetros relastivos as
condictes de carga e utilizacdo do pilar.

Assim, pode-se admitir que o pilar entra em cargs aos 28 dias de idade, ou
seja, adota-se ty = 28 dias, sem a correcdo da idade apresentada no capitulo 1.

Substituindo-se tq = 28 em (1,35}, conclui-se que a deformacio de fluéncia
Ece (t,tg) € diretamente proporcional 3 deformacdo mecinica imediata €gj, ¢ o
coeficiente de fluéncia ¢(t,tg) fica definido por

¢ (tig)= ~Eﬁe(—:1ti) : (3.46)

MNessas condigdes, a2 deformacio total no instante t € dada por

Stot (o) = i [1 +¢(tto) |- (3.47)

O coeficiente de plasticidade diferida of depende do meio ambiente e da
espessura ficticia ho- Para evitar a fixac8o da umidade relativa do ar, pode-se adotar
o procedimento seguinte. Segundo a NBR-6118, a deformacdo total no concreto
deve ser tomada igual a 3 vezes a deformac@o mecdnica inicial, quando a estrutura

entrar em carga logo apbs o trmino da construcdo, o que é equivalente a tomar
um valor final para o coeficiente de fluéncia igual a 2. Assim, tem-se

¢ (tos,to) = 2. (3.48)
Substituindo t por tec em (1.41), resulta
¢ (Loo,to) = fa (Lo) +¢d Bd (teo—to) +¢f [Bf (t=0) — ff (i0)] (3.49)

De (1.46) conclui-se que



%@ - 067878, (3.50)

valor obtido simplesmente substituindo t, = 28 em (1.46).
Levando (3.50) em (1.42), obtém-se

Ba (to) = 0,256976 . (3.51)

Aplicando o limite quando t tende a infinito na equacdo {1.48), chega-se a

B3t —tg)=1. (3.52)

Analogamente, aplicando o limite quando t tende a infinito em (1.49),
resulta

Bf(te)=1. (3.63)

Substituindo (3.51), (3.52) e (3.53) em (3.49), e lembrando que ¢ = 0,4,
tem-se

¢ (Loyto) = 0,656976 +of [ 1 — B (to)] - {3.54)

Igualando ¢ (too,to) @ 2, chega-se & expressdo para ¢f,

1.343024
= m— . 3.65
= T B G 58]

Assim, para a anélise numérica efetuada a seguir, evitou-se ter que arbitrar
a umidade refativa do ar, necessaria para 2 determinacio de ¢f, e o coeficiente de
fluéncia toma a forma

2 .
¢(t,t0) = 0,256976 + 0.484(t — tg) + % ﬁf(u—ﬁf(to)]. (3.56)

Evidentemente, a expressdo (3.56) ainda depende da espessura ficticia hg .
Entretanto, testes preliminares efetuados com o coeficiente de fluéncia dado por
{3.56) mostram que a sclucdo do problema, a armadura necesséria ao pilar, pouco ou
quase nada é influenciada pelo valor de hg adotado.

3.5.2 — Retracdo do concreto
Para efeito de dimensicnamento, pode-se admitir gue a cura do concreto
se processa eficazmente até o sétimo dia apds a concretagsm. Assim, o tempo (g &

igual a 7, uma vez que, tanto para a retraco quanto para a fludncia, supbe-se
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simplesmente que & temperatura ambiente é da ordem de 20° C, néc sendo
necessaria a correcdo da idade apresentada no capltulo 1.

O coeficiente bédsico de retraciio, Sgo, depende do meio ambiente e da
aspessura ficticia da peca. Para evitar & fixagdo da umidade relativa do ar, adota-se
um procedimento andloge ao da fluéncia. Segundo a NBR-B118, a deformacio
relativa de retracdo pode ser tomada, nos casos gue classifica como correntes, igual
3 15 % 1077 | Assim, adota-se

Eeg (too, to) = 15x 107, {3.57)

Aplicando o limite a equagio [1.51}, para t tendendo a infinito, resulta

Bs(teo) = 1. {3.58}
Fazendo t tender a infinito em (1.45) e substituindo (3.57) e (3.58),
resulta
o 15x 107 (3.59)
07 T--Bslte) :
Dessa forma, a deformacdo especifica de retracdo sera tomada como
15x 10° |
Esltto) s 57— Iﬁs(U = }35(10JI= (3.60)
1—Bs(to) ]

com ig = 7.

A expressdo (3.60) ainda é dependente da espessura ficticia hg; porém,
como constatado para a fluéncia, este valor altera muito pouco a armadura. Nos
exemplos aprasentados a seguir, adota-se hy = 0.20m.

3.5.3 — Historia de carga

Face & dificuldade de determinagdo da parcela do carregamento gque é de
longa duracdo, e levando-se em conta que, em pilares de edificios de concreto
armado, a carga acidental é pequena em relacZo & carga permanente, pode-se
admitir que toda 2 carga de servico € de longs duracao. A histéria de carga assim
definida & a apresentada na figura 3.12.

Considera-se que, aos 28 dias de idade, o pilar fica submetido a todo o
carregamento de servico, Pk, igual ao carregamento de projeto dividide pelo
coeficiente 1,4. Esse carregamento € mantido até o final das deformaces diferidas
do concreto. Nesse instante, aplica-se ao pilar o acréscimo de carga 4P igual &
diferenca entre ¢ carregamento de projeto e ¢ de servico. Para este estdgio, ndo se
considera o aumantc da resisténcia do concreto, e trzbalha-se com o diagrama
tensdo-deformacio para carga de curta duracio.
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o) 28 10% tempo (dias]

Figura 3.12 — Historia de carga adotada no dimensionamentn

3.5.4 — Inclusdo simplificada da fluéncia do concreto

O processo simplificado para se considerar a fluéncia do concreto,
proposto no Manual de Flambagem do CEB/FIP ({ref. 11), consiste em se

considerar todo o carregamento de projeto como senda de curta duracdo
intreduzindo-se uma excentricidade adicional e¢ de primeira ordem, dada por

( ¢(tonto) Py )
PE A Pg

x

cc=eig | e ~1], (3.61)

onde

Po = forca normal de longa duracio;
elé = excentricidade de primeira ordem da forca Pg;
¢ (teo,tp) = coeficiente final de fluéncia;
Pa = carga de flambagem de Euler, sendo

e

Pes ~—— (3.62)

e I, 0 momento de inéreia centroidal da secdo de concreto, sem incluir a armadura.

Com a excentricidade adicional e resolve-se o problema como se todo o
carregamento fosse de curte duracio.

Para levar em conta a incerteza na avaliagdio de e, é conveniente majorar
a forga normal de longa duragdo por um fator especial de seguranca da ordem de
1,2 {ref. 11). Segundo o CEB, esse procedimento é particularmente indicado
quando as cargas de longa duracdo representam uma porcdo significativa da carga
total de projeto. A precisdo do processo é verificada na se¢io sequinie.
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3.5.5 — Exemplos

Para testar a precisio da expressdo (3. 61}, preparou-se a tabela 3. 6 para
coeficiente final de fluéncia, ¢{tso,to), igual a 2, Para o algoritmo a historia de carga
¢ a mostrada na figura 3.12.

A tabefa foi preparada para pilares curtos ¢ esbeltos, com relacio ¢/d igual a
12 e 40, A situaciio de projeto é a mesma das segGes anteriores. O aco éoCAGDAecO
parametro d’/d igual a 0,10. Encontram-se labeladas as taxas mecénicas de armadura
w, definidas por (3.11}, para os esforgos de projeto de prirmeira ordem ¥ e i definidos
por (3.7) e (3.8}, respectivamente. No processo simplificado do CEB ndo foi
considerado o fator de comportamento T = 1,2.

Tabela 3.6 — Valores de < — ¢(los,ip) = 2

p 0,20 0,60 1,00
ofd

“ ALGORITMO| CER/78 | ALGORITMO| CEB/78 | ALGORITMO CEB/78

o lo2o] 012 [ez| o1 Tomw| o0x o
22 ool ose | ooso | oso ) asa) o oes | o067
(A=40)[ 00| o088 | oBs | o088 | 091 1,05 (.10
o |02l 026 oz | oss | ooss| ose 1.07
\oa|060] 06s | 070 | o9 | LT 133 ) 208
( 1oo| 102 | 113 134 | 180 | 174 | 295

Comparando os resultados, verifica-se que o processo simplificado propos-
1o pelo CEB para a inclusfo da fluéncia do concreto fornece uma solucdo a favor
da seguranca. O erro torna-se maiar a medida gue os esforgos iniciais de primeira
ordem erescem, principaimente o esfor¢o normal. Isto se dé porque, quando a
farca normal aproxima-se da carga de Euler, a excentricidade adicional de Tluéncia
tende ao infinito. Conseglientemente, os melhores resultados sio obtidos para
valores baixos do esforco normal. A precisdo do processo pode ser melhorada
incluindo-se as armaduras no cilculo da carga de Euler. Para isso procede-se
{terativamente, adotando em uma iteragdio a armadura calculadea na iteragéc
anterior. O fator de comportamento Yp sugerido pelo CEB para a majoragdo da
forca normal pode ser desconsiderado em vista dos resulitados obtidos.

3.5.6 — Importincia das deformagoes diferidas

Para testar o erro cometido no dimensionamento, ao se desprezarem as
deformacdes diferidas do concreto, foram preparadas tabelas semethanies a
anterior, para pilares curtos e esbeltos, com relagdo /d igual a 12 & 40. As

deformacBes de fluéncia e retracdo foram fixadas como nas secoes 3.5.1 & 3.5.2. Os
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demais parametros caracterizadores do pilar s3o os mesmos da secio anterior.

Ao se desprezar a fluéncia do concreto, verificou-se um erro maximo, para
a faixa de esbeltez e esforgos solicitantes de primeira ordem em estudo, da ordem
de 207, . Esse limite tende a aumentar com o crescimento do esforge normal, de
forma que a fluéncia do concreto ndo pode simplesmente ser desprezada como
sugere a NBR-6118.

A retracdo do concreto acarretou um aumento maximo de 2. na
armadura, o gue indica que a mesma pode ser desprezada nos casos em questdo.
Isto inclusive é permitido peic CEB.

3.6 — Comentirios sobre a norma brasileira

Em se tratando de dimensionamento de pilares, duas criticas devem ser
feitas 2 norma NBR-6118. A primeira delas é gquanto a definicdo de pilar curto, A
norma brasileira, ao classificar como curtes todos os pilares cujos indices de
esbeltez A ndo sejam superiores a 40, desprezando com isto a consideracdo dos
efeitos ndo-lineares geométricos, pode estar induzindeo a erros contrarios 2
sequranga da estrutura. Os efeitos de segunda ordem nio podem ser desprezados
simplesmente em funcdo de A, Além desse pardmetro, deve-se levar em consideracdo
o valor da excentricidade inicial relativa, €, /h, da forca normal no pilar. Um pilar
com Indice de esbeltez menor que 40, mas no qual a excentricidade relativa da
forca normal é peguena, deve ser classificado como eshelto, pois neste casoc os
efeitos de segunda ordem séio importantes. A norma DIN 1045, por exemplo, ao
dispensar a considerag8o desses efeitos, leva em conta os dois par@metros. A
classificagdo de pilares por essa norma ¢ apresentada na figura 3.13,

e1 A |
o
|
|
|
| PILAR CURTO
jo
=l
Fief
=4
o
35T - .
< :
EI PILAR | ESBELTO
|
] i e
0 20 70 .

Figura 3.13 — Classificacdo de pilares quanto a esbeltez, segundo a DIN 1045
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Na conceituagdo de pilar curto também deve ser levada em consideracio a
forma do diagrama de momentos fletores de primeira ordem. Um pilar com
momentos iguals nos apoios € muito mais sensivel aos efeitos de sequnda ordem
gue outro com momentos de sentidos opostos. Assim, um pilar com indice de
esbeltez A maior que 40 pode ser classificado como curto, dependendo dos
momentos de primeira ordem. A DIN 1045 também leva esse fato em consideragdo,

Um segundo ponto da NBR-6118 passivel de critica tem relacio com a
fluéncia do conereto. A norma simplesmente dispensa a consideracio da fiudncia
para pilares com Indices de esbeltez ndo superiores a 80, quando se tratar de bharras
de secdo transversal constante, com armadura simétrica. Nio é levada em
consideragio a excentricidade relativa da forca normal, nem o préprio valor das
cargas de longa duracdo. Quanto menor a excentricidade relativa, maior serd o
efeitc da fluénciz do concreto na estabilidade do pilar. Além disso, se a carga de
longa duragdo € significativa em relagdo & carga total, como é o caso dos pilares, a
fluéncia tem importancia considerdvel. O CEB, por exemplo, s6 dispensa a
consideracio da fluéncia num dos seguintes casos:

n. e B B e
— excentricidade relativa inicial grande: —hl— =12;

— carga predominante de curta duragdo: PE = 0,2 Py
— indice de esbeltez pequeno; A < 50
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CAFITULO 4
O METODO DAS DIFERENGCAS FINITAS

4.1 — Introdugio

Diversas técnicas numéricas tém sido desenvolvidas para a anélise de pitares
esbeltos de concreto armado. Dentre essas, o0 método das diferencgas finitas centrais
tem o atrativo da sua simplicidade e facilidade de Implementacio computacional.
Apesar da dificuldade de generalizacdo inerente & téenica de diferencas finitas,
consegue-se facilmente resolver o problema para os casos usuais de carregamento e
condicdes de contorno,

Neste capitulo apresenta-se um algoritmo para a andlise de pilares esbeltos
de concreto armado, baseado em um modelo de diferencas finitas (ref. 4). O
algoritmo combina processos incrementais e iteratives, os quais possibilitam a
consideracédo das ndo-linearidades.

Com o objetivo de mostrar a versatilidade do método, apresenta-se &
formulagdo para um caso geral de carregamento ao longo do eixo do pilar. As
cargas, entretanto, devem ser de curta duracdo e aplicadas monotonamente ao
elemento estrutural. Considera-se também a possibilidade de umg imperfeigio
geoméirica inicial do eixo, bem como a existéneia de um engsstamento nodal
parcial. Em todo o estudo admite-se que o pilar pertence a um poértico indeslocédvel
e ¢ sclicitado em flexocompressdo normal. Resultados experimentais obtidos por
outros autores sdo utilizados para verificar a precisdo do algoritmao.

. 4.2 — Equacdes de equilibrio

Nesta secdo apresentam-se as equacGes de equilibric para o pilar da figura
4.1, submetido a uma carga transversal g e acs momentos My e My aplicados em
seus extremos. O pilar, pertencente a um portico de nos indeslocaveis, encontra-se
esgastado elasticamente por molas de rigidez rotacional Gz e Gp. A forga normal P
€ suposta constante ao longo do eixo, o qual pode apresentar uma imperfeicio
geométrica inicial representada pela fungdo Wq(x).

Com a aplicacio das cargas, o pilar sofre um acréscimo de deslocamentos
W(x) como mostrado na figura 4.2, onde tambam se indicam os sentidos positivos
para as rotacdes e deslocamentos transversais.
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Figurs 4.1 — Carregarmento do pilar

Figura 4.2 — Deformada do eixo do pilar

Garantindo o equilfbrio de momentos em relacdo ao extremo b, tem-se
£
RaQJrMa—Mb—GaBa—Gbﬂb—f q(€ —s)ds=0. 4.1
0
de onde se obtém a forca vertical R na forma
1 £
Ry = < Gafla + Ghlp — My + Mp + [ q({—spdsl. {4.2)
o]

O momento fletor M em uma secio transversal genérica 2o longo do eixo
do pilar é dado por

x
L’i:Ma—Ga&a+P(“’o+W)+RHX— [ q(X— s)1ds ‘43)
(8]

e substituindo a expressdo para Ry, resulta
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M= [Ma (1 “":z[‘) +Mp (—EE»)]-F[GaBa (% s 1) +Gpdh (-’!f—)] 4

Ul X
+PW0+PW+[—E— [ q(2 —s)ds - ] q(x —s) ds] g (4.4)
[&]

4]

Observa-se, da expressdo (4.4}, que os dois termos dados pelas integrais
correspondem ao momento fletor Mg em uma secdo genérica de uma viga
biapoiada submetida a uma carga transversal q, isto &,

{ X
Mg = % [ q(R — s)ds — J. q(x — 5)ds (4.5}
0 0
e definindo
My = My (1— —;‘-)erb (%) , (4.6)
My = Clls {2 [
g=(raaa _E- e 1. +Gb9b ‘.‘? N (4.7)
Mg =PW,, (4.8)
resulta
M:M;n*Mg“"Mo‘i‘Mq‘l'Pw. (4.9)

Na expressdo (4.9) estdo incluidas as influéncias dos momentos nodais em
My, do engastamento eldstico em Mg, da imperfeicdo geométrica em Mg, da carga
transversal em Mq e da ndo-linearidade geométrica em PW.

Admitindo um comportamento elastico linear para o material e as
hip6teses das secBes planas e de moderadas rotacBes, o momento Hetor M em uma
secdo transversal do pilar é dado por

W
dxz

M=—k =—kW”, (4.10)

onde k € a rigidez 3 flexdo da secio e W ¢ o valor aproximado para 2 curvatura X
do eixo da barra.
lgualando (4.9) a (4.10), resulta finalmente

Mm + Mg+ Mg+ Mg+ PW=—kW” | (4.11)
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A equacdo (4.11) é a equagdo diferencial de equilibric do eixc do piiar @
leva em conta apenas a n3o-linearidade geométrica, ja que a rigidez k é admitida
constante.

4.3 — Diferencas finitas centrais

A solucdo da equacgdo de equilibrio {(4.11) é obtida através do emprego de
diferengas finitas. A deformada do eixo do pilar é aproximada por fungdes
polinomiais, obtendo-se assim uma expressio para a curvatura W’ em fungio dos
des|ocamentos nas virias secdes transversais.

Na figura 4.3 indica-se o seccionamento do gixo do pilar em n segoes
transversais igualmente espacadas, do extremo a2 ao extremo b. Nessa figura
indicam-se apenas as variacBes nos deslocamentos do eixo.

al ©p
1 |2 I n

99N [W2 Wi i ®
{

o {

Figura 4.3 — Seccionamento do eixo do pilar

A disténcia AR entre duas secbes consecutivas é dada por

(4.12)

Wn-1

Y

Figura 4.4 — Localizagio da origem de coordenadas

Ajustando um polindmio do segundo grau acs deslocamentos indicados na
figura 4.4, obtém-se as seguintes expressbes para a curvatura nas diversas seqoes
transversais:
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2UW, — 82 AR)

1= P ; (4.13)
Wi —2W: +Ws oy
Wi= e 21 1+1, comi=2an—1; 4.14)
AR
2 .1 +H0p AR
W = (Wn -1 +0p 48

W ; (4.15)

onde em {4.13) e (4.15) ja estdo introduzidas as condicBes de contorno Wy=0e
Wn = 0

Aplicando 2 equacdo diferencial de equilibrio {4.11) a todas as secBes e
substituindo W’ por suas aproximaces em diferencas finitas, resulta um sistema
de n equactes algébricas lineares a n incdgnitas, na forma

M+ P W= K + G) W, | (4.16)

onde

M= My + Mo + Mg 4.17)

é um vetor coluna com 1 elementos, sendo My, dependente dos momentos nodais,
Mg da imperfeicdo geométrica e Mq da carga transversal aplicada ao pilar,

Definindo os vetores auxiliares

1 0
1-¢ £
Ya= 1 1-28: 5 ¥b= 2 ; {4.18)
0 1
onde £ = A%/, resulta
Mm = Mg ya + Mp ¥ - (4.19)

0 vetor [\_f[ contém os valores dos momentos fletores devidos a carga
transversal q nas n secDes, calculades como para uma viga biapoiada. O vator Mg,
levando em conta a imperfeicdc geométrica, é da forma
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{4.20)

onde Wy € o valor do deslocamento transversal inicial na secdo genérica i.
Evidentemente Wo, e Wqpn sdo nulos por condiciio de contorno.
As matrizes G e Py sdio matrizes quadradas ( n x n ) e levam em conta os
efeitos do engastamento elistico e de segunda ordem, respectivamente.
A matriz G é dada por

G=[Ga va O — Gb yp], (4.21)

onde 9 € uma matriz nula, de dimensdo {nxn—2). e Py é da forma

By = PI (4.22)
Ose i#j
s Isei=j
Oﬂde'I_(l!.l) = 0::;:%:1
Osei=j=n.

A matriz K, levando em consideragio a rigidez & flexSo da barra, é uma
matriz quadrada de dimensdo { n x n ). Seus elementos podem ser obtidos a partir
das expressdes {4.13) a (4.15) associadas a equacdo (4.11).

O vetor coluna W, contendo os deslocamentos incdgnitos, é da forma

]
g
W,

v

Wi (4.23)

Wn .,
b

4.4 — Relagtes momento fletor—curvatura

No desenvolvimento apresentado nas secbes antericres admitiu-se que o
material era eldstico linear, resultando assim uma relacio linear entre 0 momento
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fletor M e a curvatura X dada pela equacdo (4.10). Para ¢ concreto armado,
entretanto, essa relagdo € ndo-linear e depende, além de outros fatores, do valor
dos esfqrcos que solicitam a secdo.

Em virtude da formulacgo desenvolvida, interessa aqui conhecer o valor
do momento fletor M, que, associado a uma forca normal N e a uma curvatura X,
estabelece o equilfbrio em uma seciio transversal de concreto armado,

Na figura 4.5 apresenta-se uma secdio transversal de concreto armado,
possuindo um eixo de simetria ceoincidente com o plano da flexdo. A secdo possui
n camadas de armadura e € solicitada pot uma forca normal N que atua no centro
de gravidade, ¢, da segdo de concreto,

CL
d:

Cs 2

d.1

Figura 4.5 — Secfio transversal de concreto armadn

Com o emprego da hipotese das secOes planas, resulta uma distribuicdo
linear de deformacdes ac longo da altura da secdo transversal, como indicade na
figura 4.8.

Rec
; -—
dj M
N
< |h Esi = i Sl
" £
£ Cz
— (h-di)
X ¥

Figura 4 6 — Deformacdes ¢ solicitactes na segdo
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Por consideracBes puramente geométricas, verifica-se que a deformagao €
em uma fibra genérica de concreto, situada a uma distincia y da linha neutra, é
dada por

E=Xy (4.24)
e pela figura 4.6, a deformacio em uma camada genérica de armadura é
Csi = X(x — dj), {4.25)

onde X € a disténcia da linha neutra 3 borda mais comprimida da secdo.

Com as deformac@es o concreto e nas camadas de armadura, funcdes de x
e X, obtém-se as tensdes, a partir das equacdes constitutivas para os malteriais.
Integrando as tensdes nas areas correspondentes, obtém-se a resultanie de
compressdo ne concreto, Reg, e as resultantes de tensBes nas armaduras,
gerericamente Rgj para a camada 1. Umg integracdo numérica ao iongo da altura da
secdo transversai pode ser necessaria para a determinacio de Ree.

Aplicando as equaghes de equilibrio da estitica ac sistema da figura 4.6,

vem:
n
N~—Reel%,%) — 7 Rgilx, X)=0; {4.26)
i=1
‘1:1_
M= Rcctx, X} L (_x, Y) + 2, Rsi(}(, X) {h — di] —N C1 : (4.27}

As equactes {4.26} e (4.27) constituem um sistermz nso-linear de duas
equacdes a duas incognitas. Uma vez que a curvatura X é um dado do problema, a
equacdo (4.28} é do tipo f(x) = 0, onde f & uma funcio apenas de x. O processo
iterativo da bissecante pode entdo ser utilizado para encontrar a raiz x da equacdo.
Evidentermente o processo deve ser utilizado respeitando o critério de ruptura,
como indicado no capitulo 2.

Encontrada @ raiz da equagdo (4.26), obtém-se, a partir de (4.27}, o
momento fletor solicitante M, ficando resolvido o problema.

4.5 — Algoritmo de analise
As equacdes de equilibrio dadas por {4.16) podem ser escritas na forma

M + P W= Ko W, (4.28)

onde Ky = K + G € uma matriz que leva em conta a rigidez da barra e do
engastamento nodal.
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Na figura 4.7 representa-se simbolicamente a relacio M — W para um pilar
esbelto de concrete armade, para um dado valor da forca normal P.

M A

L

3

Sw,

4

o) Wy W, wW=?

= -

=

Figura 4.7 — Esquema iterativo

A matriz Kq é computada considerando a rigidez das segBes transversais
de concreto armado no estado ndo-fissurado. Para a secdo da figura 4.5, essa rigidez
¢ dada por

n
k=B Ic+EB > Ig (4.29)

i=1

onde E; e Eg sfio 0s modulos de deformaciio longitudinal do concreto e do aco, e
I e Isi s80 os momentos de inércia da seclo de concreto e da camada genérica i de
armadura, em relacdo ao baricentro da secio homogeneizada, respectivamente.

Para encontrar os deslocamentos W associados aos momentos solicitantes
M, procede-se iterativamente empregando o método de Newton-Raphson modifica-
do como exposto a seguir.

Inicialmente, calcula-se a primeira aproximacio W, para os deslocamentos
a partir da equacio

M = Ko W, (4.30)

Com W, obtém-se as curvaturas nas secBes iransversais do eixo do pitar
através das aproximacbes em diferencas finitas e com as mesmas determinam-se os
momentos internos Ml para o concreto armado, come indicado na secdo 4.4
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0 vetor de desequilibrio M, entre os momentos externos e internos é
SMy= (M + P W) (G W + M) . (2.31)

Caleula-se entdo o acréscimo 8W; a ser dado nos deslocamentos a partir
da equacio

&My = Ko 8W, (4.32)
g o novo conjunto W, ¢ dado por

wi = Wl ¥ Bwl . {4-331

Procede-se assim iterativamente até que em uma iteragdo genérica j se
tenha

wi-wi_,

< tolerdncia ; (i=1an) (4.34)
Wi
g simultaneamente
Il 50dj fl
W"J“-- < tolerdncia . (4.35)

Como valor para a tolerdncia pode-se adotar 0,01. Na equacido (4.34), wi
é o deslocamento na secdo transversal i calculado na iteragdo j, e na equacio {4.35{
o simbolo | 1l significa norma de vetor.

Um procedimento incremental no carregamento é utilizado para obter
uma resposta completa da estrutura atd a ruina.

A ruina por instabilidade é considerada gquando em uma secdo de
referéncia for atendida a desigualdade

Wj - Wy, > [Wj-,—Wj.zl {4.36)

e a ruina por rupiura é detectada pelo algoritmo apresentado na secdo 4.4,

4.6 — Exemplos
Os exemplos apresentados nesta secio referem-se ao pilar da figura 4.8,

solicitado por uma forga normal P com uma excentricidade inicial e;. Na figura
indica-se também a forma das secBes transversals do pilar.
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Figura 4.8 — Carregamento dos pilares

Nas figuras 4.9 e 4.10 apresentam-se as respostas tedricas obtidas com o
algoritmo, em comparacio com os resultados dos ensaios da ref. 17,

Os pilares sdo submetidos ao carregamento da figura 4.8, em forma
incremental até a ruina, A seco transversal é quadrada com dimensdes b = b = 7,6cm
e d’ = 13cm. A drea da secio de armadura é Ag = 0,5cm?. O aco apresenta um
comportamento elastopldstico perfeito, com uma tensdo de escoamento igual a
318MPa. Na andlise tedrica adotase para o modulo de elasticidade o valor
210kN/mm?,

Na figura 4.9 apresentam-se as curvas carga-desiocamento na secdo
central, para um pilar com comprimento £ = 122cm, excentricidade inicial da carga
igual @ 1,9cm e resisténcia & compressdo do concreto, fc, igual a 24MPa. Na analise
numérica adota-se um coeficiente redutor da resisténcia a compressdo do concreto,
devido ao Efeito Rlsch, igual a 0,92,

72
-——p s INSTABILIDADE
- R .;_""'__,’—‘ (65,8 KN)
-
,
-~
- -~
= -,
o 36 4
e P
" 7
z, - EXPERIMENTAL
18 4 = |
/_/ ~— TEORIA
o ]
o 2,3 5.0 7.5 10,0
W {mm)

Figura 4.9 — Curvas carga-deslocamento (pilar P}

Na figura 4.10 sfo apresentadas as relagBes forca normal-momento
fletor méximo, para um pilar com comprimento £ = 274cm, excentricidade
inicial e; = 1,3cm e resisténcia do concreto f; = 22MPa. O coeficiente redutar
da resisténcia é tomado igua! a 0,92.

101



0,4
0.3
b =T~
i= '
0 0,2 4
o — EXPERIMENTAL
Q.1 vl
—= TEORIA
Q.1 0.2
M/(bh%fc)

Figura 4.10 — Curvas carga—momento {pilar R, }

Observa-se, através dos dois exemplos apresentados, um bom ajuste entre
a resposta tedrica e a experimental, o gque indica o realismo das hipoteses
formuladas.

O grande atrativo do método das diferencas finitas é sua simplicidade de
concepcdo, o que resulta em facilidade de implementagdo computacional para o
problema em questdo. A manutencdo da mesma matriz Ko durante todo o
processo de solucdo € possivel pela criagio de um vetor auxiliar onde se inclui a
ndo-linearidade geométrica. Com isso a decomposicdo da matriz é efetuada uma
Gnica vez, o que reduz o tempo de processamento requerido. Entretanto, nessa
formulacdo, o nimero de iteracBes necessérias 3 convergéncia pode se tornar
excessivo e a atualizacdo da rigidez em determinada etapa do processo pods ser
mais eficaz. Um estudo comparative dessa natureza é apresentado no capitule 6.
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CAPITULO S
ANALISE PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

5.1 — Tearia ndo-linear de flexdo de barras
5.1.1 — Generalidades

A andlise tridimensional do estado de deformacBes e tensBies em um corpo
continuo, em geral, inicia-se pela formulagdo de hip6teses sobre o campo de
deslocamentos do mesmo. O campo de deslocamentos admitido deve, de antemao,
ser tal que considere todo possivel movimento de corpo rigido, o que evidentemen-
te ndo deve originar deformagdes no corpo.

Conhecides os deslocamentos, obtém-se, por diferenciacio dos mesmos,
as deformacBes nos pontos de corpo, através das relactes deformacBes-deslocamen-
tos. A definiclio das equacBes constitutivas para o material possibilita a obtencio
das tensGes no corpo em funcio dos deslocamentos.

No caso eldstico linear, a solucio para o problema, associada &s condigBes
de contorne, € Gnica (ref. 31). A solugdo assim obtida, que é a solugio exata para o
probiema eléstico tridimensional, fornece o real estado de tensdes e deformacdes no
corpo.

A anélise tridimensional dos problemas estruturais correntes em Engenha-
ria, entretanto, é demasiadamente complexa, mesmo para estruturas simples como
vigas esbeltas sob flexdo normal.

Em virtude da onerosidade matemética do tratamento eldstico tridimensio-
nal, em geral sdo formuladas certas hipoOteses simplificadoras sobre o campo de
deslocamentos que permitem a obtencdo de uma solucio aproximada, O grau de
aproximagdo da solugdo, evidentemente, vai depender do realismo das hipéteses
admitidas.

Na tecria técnica de vigas sdo adotadas simplificacSes desse nivel, O corpo
tridimensional é tratade como se fosse unidimensional, e hipéteses sfo formuladas
sobre os deslocamentos do seu eixo. Na segdo seguinte apresenta-se uma teoria
simplificada para a andlise ndo-linear geométrica de barras esbeltas, que fornece
resultados compativeis com as experimentacBes de laboratdrio, como se tem
demonstrado numericamente.

5.1.2 — Deslocamentos em barras esbeltas
Para a obtencdio dos deslocamentos em uma barra esbelia, empregam-se
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usualmente as hipoteses das secBes planas e de moderadas rotacBes. Na figura 5.1
apresenta-se um elemento de barra nas configuracBes deformada e |ndeformada
submetido a cargas aplicadas no plano x — z, 0 qual € um plano de simetria para o
elemento.

qlix}
M Y
N—é’r. i - .= e} II \M .
- o . T
F
W L 4 w
A
AN
Uo
Ur

Figura 5.1 — Deslecamenios e esiorgos

Na figura 5.1 admite-se que o eixo da barra sofre um deslocamento ug na
direclo x e um desiccamento transversal W na direcdo z,
O deslocamento u (x, z} em uma fibra genérica da barra é dado por

u(x, z) = up(x) + uy (x, 2) {5.1)
€ pela hipotese das secOes planas tem-se que

u(x,z)=—zW.x, (5.2)
onde o simbolo [ |, x representa & primeira derivada da funcio [ ] em relagdo a
variavel x.

Logo, o campo de deslocamentos para 2 barra fica representado por

u(x.z) =ug(x) ~z W, x;

{5.3)
Wix,z)=W(x).
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5.1.3 — Relacdo deformacdo-deslocamentos

Na teoria ndo-linear para a flexdo de barras, as relagBes entre deformactes
e deslocamentos sdo obtidas considerando-se as deformacBes devidas 3 curvatura e
ao encurtamento do seu eixo. Na figura 5.2 apresenta-se um segmento infinitesimai
da barra com os respectivos deslocamentos.

A dx B

Vv

A\ W+W, x dx

ds

u+u,xdx

Figura 5.2 — Deslocamentos em um elemento infinitesimal

MNota-se pela figura 5.2 gue as posicoes finals dos extremos A & B do
segmento, na configuracio deformada, serdo

o lx;f]{ i} 'u ; B,=lxh’] i [u+u,xdx+dx} (5.4
Za’ W

y W+ W, xdx
e o comprimento final do segmento € dado por

ds= V (xp — xg)% + {21 — 20)? . (5.5}
Substituindo {5.4) em {5.5), tem-se

ds=dx /(1 +u,%)? +(W,x)° . (5.6)

Expandindo o segundo termo da expresso (5.6) em série de Taytor,
tem-se

ds=dx [1+u,x+ "%‘(W,x)z] . (6.7}
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o qual reprasenta o comprimento fina! do segmento.
A deformagio longitudinal €x do segmento é dada por

ds—d
- —-dx—" ; (5.8}

Substituindo {5.7) em (b.8), chega-se a
- 1 5
Sx =L, X+ Bl (W, x} {5.9)

e lembrando que
u=u0—zw,x = (5-;0)

resulta finalmente
1 2
Ey =Ug, X — zW, XX e (W, x) , {5.11)

onde o sfmbolo | ], Xx representa a segunda derivada da funcio [ ] em relacdo a
varidvel x.
Definindo

Ep=lg, X+ % (W, x)* = deformacgo axial;

X =W, xx = curvatura meédia aproximada do eixo da barra, pode-se escrever
Sx=Eg—2zX, (.12}

que relaciona a deformacdo longitudinal em um ponto genérico da barra com os
deslocamentos do seu eixo. Observa-se que a relagdo é n3o-linear pele definicdo
dada para a deformacao axial.

5.1.4 — Principio dos trabalhos virtuais

0O modelo de elementos finitos apresentado neste capitulo & baseado em
uma formulacdc em destocamentos com o emprege do principio dos trabalhos
virtuais correspondente.

Considerando o campo de deslocamentos admitido, o trabalho virtual
interno, 8Wint, no volume indeformado v da barra, é dado por

Wi [ gy 6Ey dv, (5.13)
¥
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onde 84 é uma deformacdo virtual compativel com o campo de deslocamentos e
ox ¢ a tensdo despertada no interior da barra.

Aplicando-se a primeira variacio (ref. B) a deformacdo & dada por
{5.11}, resulta

8Sy = Bug, x — 20W, xx + W, x 6W, x . (5.14)

O trabalho virtual interno pode, portantg, ser escrito na forma
¢

SWint = j [ Ox [Suo, x—z6W, xx +W, x 3W,x] dAdx, (5.15)
o “A

onde A e Y% sdo a édrea da secdo transversal & o comprimento da barra,
respeciivamente.
Reordenando a expressdo {5.156), tem-se

9
5Wint=] [Sug,x[ adi—SW,xx[ oxzdA + W.x0W,x f oxdA]dx (5.16)
o A A A

e definindo

N =f gy dA = esforco normal;
A

M =J oxz dA = momente fletor,
A

resulta

2
SWint = I [~ MBW, xx + Nug, x + NW, xdW,x | dx . (5.17}
6]

O trabalho virtual devido as Torcas externas aplicadas & barra {figura 5.1} é
dado por
¢ Q a
6Wext = I q(x) SWdx + [ p(x)8ugy dx + :}" Fidby. (5.18}
o] O l=1

onde Fj e 8Uj sdo forgas e deslocamentos virtuais generalizados.
O principio dos trabalthos virtuais estabelece a condicdo necessaria e
suficiente para o equilibrio do corpo na forma

8Wext = dWint (5.18)
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A equacdo (5.19) €, em suma, a equacdo integral de equilibrio da barra. A
solucdo dessa equagdo serd obtida mediante o emprego do método dos elementos
finitos como apresentado nas secdes seguintes.

5.2 — Medelo de elementos finitos
5.2.1 — Consideragoes gerais

O métedo dos elementos finitos, na sua formula¢do em deslocamentos,
sera aqui utilizado para solucionar a equacdo integral de equilibrio da barra,
apresentada na se¢do anterior.

A técnica consiste em se discretizar a estrutura em um nimero finito de
pequenos elementos lineares, que se interligam através de seus extremos (nés). Para
cada né consideram-se trés deslocamentos possiveis, ou seja, admitesse a existéncia
de trés graus de liberdade. Os deslccamentos em qualguer panto do eixo do
elemento s30 obtidos em funcdo dos deslocamentos nodais, através do emprego de
funcGes de interpolacda polinomiais.

Uma vez definido o campo de deslocamentos para um elemento genérico,
obtém-se as deformacdes e as tensdes correspondentes No MesMo. Empregando
equagbes constitutivas lineares para os materiais, podem-se operar analiticamenie
as integrais do principio dos irabalhos virtuais. Obtém-se assim um sistema linear
de equacBes simultineas relacionando as acbes nodais com 08 deslocamentos
nodals para cada elemento. As acbes distribuidas ao longo do elemento sdo
transformadas ern acdes nodais equivalentes. Dessa maneira fica definida a matriz
de rigidez elernentar para um material eldstico linear,

Montadas as matrizes de rigidez elementares, pode-se computar a matriz de
rigidez giobat da estrutura e resolver o sistema global de equagdes lineares para 3
obtencdo dos deslocamentos nodais.

Nesse ponto & introduzido um esquema computacional iterativo, denomi-
nado método de Newton-Raphson modificado, que possibilita a inclusdo das
nio-linearidades fisica e geamétrica da estrutura de concreto armadg.

5.2.2 — Funcoes de interpolagdo

Na figura 5.3 apresentase um elemento de barra submetido as acdes
nodais, onde também se indicam 0s sentidos positivos dos deslocamentos nodais.

Para determinar os deslocamentos em Um ponto genérico do eixo do
elemento, em funcdo dos deslocamentos nodais, s3o admitidas as aproximacdes

W=ax® +bx? +extd; {5.20)
U.O=AX+B. (521)

Introduzinde as condices de coniorno nas expressoes (5.20) e {521},
resulta
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W=g,Up +¢3 Uy + ¢gsUs +¢6Us;
ug = o3 Uy + Uy {5.22)

onde as ¢ sdo funcdes de interpolacio na forma

b=1- 3 ¢2=2(%)3 _3(%) +1;
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Figura 5.3 — Acoes e deslocamentos nodais
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5.2.3 — Aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais
Considerando-se apenas as acdes nodais i, atuando no elemento, tem-se

6
SWext= 5  Fipdlj . {6.24)
i=1

O principio dos trabalhos virtuais estabelece a condicio de equilibric na
farma

6 2
> Fipdl; =] [ — M&W, xx + Nbug, x + NW, x5W, x ] dx. (5.25)
0

i=1
Com o campo de desiocamentos admitido em (5.22), tem-ge
EWoxx = 978U, + ¢y 8U; + g7 86U + ¢80, ;
Sug, X =¢ 106U, +¢i8U,;
W.x = @3U, + ¢3U; + o5Us + ¢l
EWx =038U, +¢38U; +¢356U; + 918U,
onde  di=dixed] = dixx {5.26)

Como os deslocamentos virtuais 8U; sdo arbitrdrios, pode-se tomar
qualquer valor para os mesmos, como por exemplo, pode-se adotar U; #= 0 e
Uy = ... =8Us = 0. Tomando Uk # 0 e 8Uj = 0 se i # k, resultam seis
equacdes de equilibrio.

Considerando so 6U, = 0, a equacéo (5.25) resume-se a

¥
-Fl nﬁUl :f NQ?]_SUi dX o {5.27}
8}

e como 6U, é independente de x, resulta

?
Fl 1t =[ NQEdX . (5.28]
Q

Analogamente obtém-se

£ ¢
Fan= f —Mg7dx + f N, +9U; + 9Ls + 0il6)adx  (5.29)
O 0
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£ g
Fin-= ] — Meydx + [ N, +¢dUs + osUs + gellg)osdx (5.30)
[ O

2
Fan= [ Neidx (5.31}
O

e %
Fsn= J - MgZdx + [ NigiU, +¢3U; +9iUs +olUg)esdx  (5.32)
o 0

e 2
Fen= f — Mggdx + f Nz +63U; + ¢U; +9lUg)wpdx  {5.33)
o o
5.2.4 — Matrizes de rigidez ¢ geométrica

Admitindo-se um comportamento elastico linear para o material, tem-se

M:f oy zdA = [ EEy zdA (5.34)
‘A

A
N:f Crdi:f ES,dA (5.35)
A A

onde E é 0 modulo de elasticidade longitudinal e a deformacice longitudinal €x é
dada por (5.11)}.
Substituindo {5.11) em (5.34) e (5.3b} resulta

M=E { [uo,xﬁ- < (W, x)i] [ 2dA — Wxx f a2k | (5.26)
= A A [
i 2 !

N=E {[uo, Kb g (W, x) ] dA — W, xx j szi {5.37)
“ A 4

Se o eixo da barra € o eixo centroidal tem-se

S= f zdA =0 (5.38)

A
1= ] z2dA =0, (5.39)
A
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onde S e 1 s30 ¢ momento estitico e o momento de inércia centroidal da segdo
transversal, respectivamente.
Desprezando-se o termo (W, x)* na expressdo (5.37) chega-se a

M = - EIW, xx {5.40}

N=EAug, x {5.41)
onde El e EA sdo a rigidez a flex8o e a rigidez axial das secDes transversais da barra,
respectivamente,

Substituindo W, xx e Ug, X POr suas aproximacdes dadas em {5.26) resulta

M= EI [¢3U; +¢3Us +¢¥Us +¢7Us | (5.42)

N =EA[¢’1U1 +-<;52,U4] {b.43}

e introduzindo M e N nas expressoes (5.28) a (5.33), obtém-se um sistema de seis
equacdoes lineares a seis incognitas na forma

F§ = (K& +G®) U, (5.44)

onde K¢ e G® sdo as matrizes de rigidez e geométrica linearizadas, para o elemento
de barra. Os vetores F§ e U® contém as acBes de extremo de membro e os
deslocamentos nodais, respectivamente.

As matrizes de rigidez e geométrica sao da forma

[ a2t o 0 —A®1 0 o ]
0 12 6 0 12 6
0 60 ag? 0 -6L 2
lﬂ{e= E} — A1 0 4] AfRT 0 0 {5.45)
6 =iz -6 O 12 68
|0 60 20 0 60 47
[0 0 0 0 0 0
0 65 10 0 —65  £10
0 910 224/15 0 —£10 — €30
¢= 2| o o o0 0 o0 0 |i548)
0 —6/5 —%10 0 65 €10
o G0 —€/30 0 10 2615
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No esquema computacional apresentado neste capitulo, a matriz geométri-
ca nio é armazenada e a n#o-linearidade geométrica € considerada guando da
avaliacdo das actes n8o-lineares de extremo de membiro.

5.2.5 — Acies nadais equivalentes
Na figura B. 4 apresenta-se um elemento submetido a uma carga transversal

q e a uma carga p, distribuidas ao longo do seu eixo. Na mesma figura apresenta-se
o conjunto das acdes nodais equivalentes ao carregamento distribuido.

qix)
L ] lacdes no elementol
2 P " = X,u
\— ’
|_ £ pi{x)
-
i L l Fseq
{acdes nodais
Faeq Feeq equivalentes)
Faeq Faeq

Figura 5.4 — Acdes no glemeanto

As acbes nodais equivalentes s30 tais que o trabalho por elas realizado é
iguzl ao trabalho realizado pelas acBes nos elementos, isto &,

6 ¢ ¢
:; FieqﬁUizj q(x}ﬁde+[ p{x)éye dx (547}

i=t 0 s}

Admitindo Uy # 0 e 8U; = 0 se 15k, obtém-se as seis acBes nodais
equivalentes na forma

K

Fieq= [ p(x)¢, dx {5.48})
(8]
{

Fg eq = j q(X)@-z dx {5.48)
(8]
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1)
F; eq = j q{x) @ dx (5.50)
Q

g

Fq.eq: J p{)s.}(,f)‘; dx {5.51)
(4]

4
Fseq = f q(x)9s dx (5.52)

4]

£
Feeq= f q(x) e dx (5.53}

O

As acBes aplicadas ao longo dos efermnentos s§o, portanto, transformadas
em acoes nodais equivalentes e adicionadas s acoes aplicadas diretamente nos nos.

O sistema de equacgles, em nivel de elemento, finalmente é colocado na
forma

F§ + Eoq=(K® + GO UF, (5.54)

onde If e Iqu s5o vetores de aches aplicados nos nos e de agdes nodais
equivalentes, respectivamente.

5.2.6 — lmplementacio computacional do método dos elementos finitos

Nas secbes anteriores apresentou-se a formulacio das egquacdes de
equilibrio em nivel de elemento, na hipdtese de um comportamento eldstico linear.
A implementacio computacional do sisterna global de equacbes é feita de zcordo
com a sequinte seqiiéncia légica {ref. 8):

_ Introduco das caracteristicas geométricas e mecinicas dos elementos, bem
como das acbes nodals e das acDes apticadas a0 longo dos elementos.

— Montagem do vetor de cargas E que contém a soma das acbes nadais e das acles
nodais equivalentes, para a estrutura completa.

— Montagem das matrizes de rigidez dos elementos gue ser3g acopladas pare a
formacio da matriz de rigidez global da estrutura. A montager da matriz global é
feita por superposicio das submatrizes elementarss, correspondentes as particoes
nodais referentes aos nos comuns a dois elementos. A matriz geométrica ndo @&
armazenada, pois as nio-linearidades s&o introduzidas através de um esquema
iterativo.

— Apé6s o armazenamenta da matriz global devem ser introduzidas as condicoes de
contorno. lsto pode ser feita subtraindo do vetor de cargas o produto da
supercoluna da matriz, correspandente aoc nd com deslocamentos prescritos, pelos
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valores desses deslocamentos. Na posicio do vetor, correspondente ao nd em
questdo, colocam-se os valores dos deslocamentos prescritos. Em seguida altera-se a
matriz de rigidez, zerando a superlinha e a supercoluna correspondente aoc no,
colocando o valor 1 na diagonal da mesma. Essa forma de introdugio das
condicBes de contorno é atraente, jd que ndo é quebrada a simetria da matriz de
rigidez. Uma vez que a matriz de rigidez & banda e simétrica, a mesma ¢
armazenada em arranjo retangular, 0 que reduz sensivelmente a disponibilidade de
memoria requerida.

— Nesta etapa do processamento resolve-se o sistema de equacBes lineares para a
obiencio dos deslocamentos nodais da estrutura.

5.2.7 — Esquema iterativo para a consideraclo das ndo-linearidades

Na linearizacdo das equacBes de equilibrio apresentadas anteriormente,
chegou-se a um sistema da forma

F= KU (5.55)

onde K é a matriz de rigidez global da estrutura e Fe U s8o os vetores das acBes e
dos deslocamentos nodais para a estrutura completa, respectivamente.

F A
K AK
F
6F,
F1 “—>
SUy
U e U= ? u’

Figura 5.5 — Método de Newton-Raphson Modificade



Para a obtencdo de K admite-se que a secdo transversal de um elemento de
concreto armado se mantém constante ao longo do mesmo, inclusive a arrnadura.
As rigidezes axial e & flexdo sfo entdo computadas para cada elemento,
considerando a sec#o transversal homogeneizada de concreto armado. No sistema
(5.55), portanto, foram desconsideradas as nio-linearidades fisica e geométrica da
estrutura.

Para a inclus@o dessas ndo-linearidades, procede-se como indicado na figura
5.5, onde se ilustra o esquema iterativo denominado Método de Newton-Raphson
Modificado (ref. 5).

Inicialmente resolve-se o sistema linear

para se obter a primeira aproximacdo, U, , para os deslocamentos nodais.

Com os deslocamentos nodais obtBm-se as deformacOes axiais e as
curvaturas ao iongo do eixo dos elementos, empregando as fungBes de interpolacdo,
como visto na secio 5.2.2, A ndc-linearidade geométrica da estruturs fica
considerada na expressdo da deformacdo axial. A deformacic em uma fibra
genérica ac longo de um elemento pode ser avaliada por (5.12) e, empregando as
equacdes constitutivas para os materiais, obtém-se as tenses,

Na figura 5.6 indica-se uma segdo transversal de um elemento de concreto
armado. A secdo possui n camadas de armadura, dispostas simetricamente em
relacdo ao eixo de simetria z .

Zsi

Figura 5.8 — Se¢do transversal

Tomando algumas secdes aa longo de eixo de cada elemento, podem-se
avaliar os momentos fletores, M, e os esforcos normais, N, nessas secdes, como
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n
M= ,[ oo ZdA + Z Osi As1 Zsi (5.57)
c i=1
n
N= f Jp dA + z Osi Asi (5. b8}
Ac i=1

onde Agj e 0sj s8o a drea da secdo transversal e a tensfo em uma camada genérica i
de armadura, respectivamente.

A dificuldade em se avaliar os esforcos internos N e M é relativa &s
integrais contidas nas expressbes anteriores. A solucdo & encontrada discretizando a
secdo em faixas perpendiculares ao seu eixo de simetria. A tensfo ¢¢ no concreto é
obtida para o centro de cada faixa e considerada constante na mesma. A integral é
entdo repassada para uma soma finita, podendo-se assim avaliar o esforgo normal,
N, e o momento fletor, M, associados a um dado estado de deformactes. Dessa
maneira fica incluida a ndo-linearidade flsica dos materiais, uma vez que as tenstes
a0z no concreto e ogj nas camadas de armadura sdo obtidas empregandose os
diagramas tensdo-deformacdo apresentados no capitulo 1.

Para a obtencdo das acOes ndo-lineares de extremo de membro efetuam-se
as integrais (5.28) a {b.33) com os valores de M e N obtidos para as vérias sectes
transversais dos elementos. Essas integracBes podem ser efetuadas utilizando a
regra de Gauss-Legendre.

Superpondo as agdes ndo-lineares calculadas para os elementos isoladamen-
te, em func¢do das conetividades respectivas, obtém-se o vetor E, das acGes nodais
nao-tineares.

O desequilibrio 6F; entre as forcas aplicadas F e as acBes nodais
ndo-lineares F, é dado por

5B, = F - F, (5.59)

A solucdo do sistema linear

8F = K 8U, (5.60)
fornece U, com o qual se calcula o nove conjunto de deslocamentos nodais

U, = U + 68U, {5.61)

Desenvolve-se assim um processo iterativo que fornece uma seqiiéncia de

deslocamentos nodais. A convergéncia do método é admitida guando, em uma
iteracdo genérica j, encontrar-se

I 5E; |

< tolerédncia; (5.62)
IE |
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e simultanearmente

IIE_Jj—I_Jj_LII L
e = tolerancia, (5.63)
{8
=1
onde o simbolo | representa a norma Euclidiana de vetor.

Associande a esse esquema iterativo um processo incremental no carrega-
mento, pode-se obter a resposta estrutural até a ruina. A ruptura de uma seciic
transversal € constatada da mesma maneira como apresentada no capitulo 2,
através dos dominios de dimensionamento.

5.3 — Exemplos

5.3.1 — Pilar eshelto

Na figura 5.7 indica-se a curva carga-deslocamento obtida para um pilar
esbelto, bem como a resposta experimental {ref. 32). Na mesma figura estic
indicados © sistema de carga e a sec3o transversal do pilar, a qual se mantém
constante ao longo de todo o seu eixo. O pilar tem indice de esbeltez igual a 100.

PikN)
150
2004
1304
2
100+ 2 3,14 emE
EXPER]MEI\'JTAL
S04 -~ = REF, 32({TEQRICO]
—-— ALGORITMO
T - T Ll i
10 20 30 40 50 wimm!l

Figura 5.7 — Curvas carga-deslocamento para pilar esbelto
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A méaxima tensdc de compressdo no concreto, ¢, é igual 3 28MPa, e a
tensdo de escoamento fy do ago € igual a 450MPa. Para o aco admite-se um
comportamento elastoplastico perfeito e um modulo de elasticidade longitudinal
21 x 10 MPa.

A resposta teorica foi encontrada utilizando-se trinta etapas de carga até a
ruina. As integraclies ao longo da altura das secdes transversais dos elementos
foram etetuadas considerando vinte faixas de igual altura. Para a integracdo ao
longo do eixo dos elementos, feram utilizados trés pontos de integracdo de
Gauss-Legendre.

Em virtude da resposta obtida, verifica-se a boa precisio do algoritme,
mesmo nas proximidades da ruina. O trecho descendente da curva experimental,
entretanto, ndo pode ser acompanhado pelo algoritmo, ji que, no esquema
computacional, o carregamento é considerado sempre crescente.,

5.3.2 — Pilar moderadamente eshelto
Na figura 5.8 apresentam-se as respostas teérica e experimental (ref. 17),
de um pilar com indice de esbeltez igual a 56. Na mesma figura encontram-se

indicados o sistema de carga e a secdo transversal do pilar. A secdo se mantém
constante ao longo de todo o eixo.

T2

RUINA TEORICAL 64,4 xN) ZUZESTT
P{xn} —

/_’/’ ’

54- 5-"

7.6
75‘,?

| 7.6 Iil

—— EXPERIMENTAL
-—— REF.3 [TEGRICO)
— - ALGORITMO

T T T
2, 5 5 0.0
= 29 7 Wirnm]l

Figura 5.8 — Curvas carga-deslocamento para pilar mederadamente esbelto
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A resisténcia a8 compressio do concreto, fe, € igual a 2dMPa, e a tensdo de
escoamento do aco, fy, g igual a 316MPa. Na analise tefrica adotou-se um
coeficiente igual a 0,92 para levar em conta o Efeito Rilsch. Para o aco admite-se
um comportamento elastopldstico perfeito e um modulo de elasticidade longitudi-
nal igual a 21 x 10* MPa,

Observa-se mais uma vez a boa concordancia entre a solugdo tedrica e os
resultados experimentais,
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CAPITULO 6
ACE LERA(;.ﬁO DA CONVERGENC!A DOS METODOS DE NEWTON-RAPHSON

6.1 — Introducio

No capitulo anterior apresentou-se uma formulagdo do método dos elemen-
tos finitos para a andlise de piiares esheltos de concreto armado. O sistema ndo-linear
de equactes foi resolvido através do método de Newton-Raphson medificado.

O grande atrativo desse método € que a matriz de rigidez da estrutura é
mantida constante durante todo o processo de analise, havendo assim a necessidade
de uma Gnica triangularizacdo da mesma, no inicio do processamento. Entretanto, o
nimero de teracBes necessidrias a convergéncia pode ser muito aito, especialmente
quando ocorre um patamar na resposta carga-deslocamento.

Uma outra alternativa possivel consiste em se atualizar a matriz de rigidez
da esirutura no inicio de cada etapa de carga, definindo-se uma matriz de rigidez
tangente. Esta € a versdo original do método de Newton-Raphson. QO nimerc de
iteracdes necessdrias para a obtencio da solugdo € menor que no esquema anterior.
Entretanto, o tempo de processamento pode ser elevado, pois em cada etapa de
carga deve-se redefinir e trianguiarizar a matriz de rigidez global. Essa redefinicdo da
matiriz de rigidez exige uma integragcaoc numeérica ac longo dos elementos, o que em
gerzl acarreta um alto custo computacional.

Com o objetivo de acelerar a convergéncia desses métodos iterativos,
especialmente do metodo de Newten-Raphson modificado, pode-se associar aos
mesmos uma extrapolacdo dos deslocamentos nodais no inicio de cada etapa de
carga. Assim, uma foérmula de extrapoiacdo é utilizada parz a previsdo dos
deslocamentos nodals, e 0 esquema iterativo serve para a correcdo dos mesmaos.

Neste capitulo € apresentado um conjunto de farmulas de extrapolacio de
deslocamentos gue foram desenvolvidas pelo autor (ref. B}, com as guais
consegue-se reduzir sensivelmente o tempo de processamento computacional
requerido pelo método de Newton-Raphson modificado. As formuias, de maneira
geral, se aplicam na andlise ndo-linear de estruturas de concreto armado sob
carregamento monotone crescente. Os exemplos apresentedos, entretanto, sio
restritos a andlise de vigas e pilares de concreto ermado, de acordo com a teoria
desenvoivida no capitulo anterior.

6.2 — Os métodos de Newton-Raphson

Em andlise ndo-linear de estruturas de concreto armado, via método dos
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elementos finitos, utiliza-se, em geral, uma aplicagdo do principio dos trabalhos
virtuais, uma vez que o mesmo se aplica a materiais ineldsticos. Imicialmente a
estrutura é discretizada em elementos finitos que se interligam através dos nos. Os
destocamentos nodais s3o tomados como incognitas do problema, e funcdes de
interpolacdo adequadas sdc empregadas para relacionar os deslocamentos no
interior dos elementos aos deslocamentos nodais. Empregando-se as relaches
deformacOes-deslocamentos e as equacBes constitutivas para os materiais, ©
trabalho virtua! interno pode ser escrito em funcdo das incognitas nodais,
conforme visto no capftulo 5.

Considerando apenas acdes nodais na estrutura, a equacio de equilibrio em
nivel de elemento pode ser representada na forma

I:.e: fc(ge) ’ 6.1)

onde 1:,_9 e T;JE s30 as acBes e deslocamentos nodais para um elemento genérico,
respec'tivamente.
Deve-se observar que a fungdo dada por (6.1} é nfo-linear em virtude das
nio-linearidades nas relagdes deformactes-deslocamentos e nas equacBes constitutivas.
Acoplando apropriadamente as equacdes de equilibrio para todos os
elementos da estruiura, chega-se a um sistema nao-linear de equacdes na forma

F=FU) (6.2)

cnde F e U sdo as acdes e deslocamentos nodais da estrutura completa. A
montagem e introducdo das condicGes de contorno no sistema global de equacdes é
feita da forma apresentada no capitulo 5.

Expandindo a funcio {6.2) em série de Taylor até o segundo termo, tem-se

- . oF
FU+AU) - F(U)= -—= I
(U +al) - F(U) U AU, (6.3)
ol
oF
e 1 (6.4)
AF 3 AU ,

ande AF e AU s3o os acréscimos nas acoes e deslocamentos nodais, respectivamente,
A equacdo (6.4} pode ser escritz na forma

AF=K{AU, (8.5)

onde K1 é a matriz de rigidez tangente ca estrutura, cujo elemento genérica Ky € dado
por

Kij:‘i_i—ﬁ“ ;iejilanm, (6.6)
oy
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sendo 11 0 nimero total de graus de liberdade da estrutura discretizada.
A expressao (6.5} representa a formula de recorréncia do método de
Newton-Raphson que é representado simbolicamente na figura 6.1.

E A
ASO K1
3 2= =il
L\El
F1 5
g AU
I Uz =y U

Figura 6.1 — Método de Newton-Raphson

Sendo F ¢ vetor das cargas nodais aplicadas & estrutura, determinase a
primeira aproximacdo para os destocamentos nodais, U, por

F=Ks U, (8.7)
onde K € a matriz de rigidez tangente para a estrutura indeformada.

Com os deslocamentos U; determinam-se, a partir de (6.2}, as agbes nodais
F,, considerando as ndo-linearidades presentes, e a sequir monta-se a nova matriz

tangente, K, , através da expresséo (6.6).
O incremento AU, nos deslocamentos € obtido através da expresséio

AF, =K, AU, (6.8}
onde
LFy=F—F {6.9)

& o vetor de desequilibrio entre as cargas nodais e as acBes nZo-lineares obtidas com os
deslocamentos U, .
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O novo conjunto de deslocamentos &
Us = U; + AU, (6.10)

e o processo & repetido até que em uma iteracdo j se tenha

I AFj 1
TEr S ¢ (6.11)
al
e simultaneamente
f AUj I (6.12)
— = £ B
I 4] 1
onde o simbolo || |l representa a norma Euclidiana de vetor, e & é uma tolerincia

preestabelecida,

Para evitar a redefinicio e triangularizacdo da matriz de rigidez tangente,
pode-se substituir a expressdo {6.8) por

.&El = Eo &gl % (6.13]

o gue da origem ao método de Newton-Raphson medificado representade em forma
esquemética na figura 6.2,

E A
: AEOIL\KO
AF:
F1 - '
AU
Ui Ue y=? v

Figura 6.2 — Método de Newton-Raphson modificado
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Deve-se observar que, nos deis algoritmos, 0os pontos intermedidrios ndo
fazem parte da resposta estrutural, isto é, ndo se pode escrever

F, =p:F, (6.14)

sencdlo p; um escalar, Assim, o Unico ponto pertencente & resposta estrutural é o
representado pelo par (F , U), quando da convergéncia.

Para a obtengdo da resposta completa até a ruina, deve-se associar aos métodos
iterativos um procedimento incremental como se descreve. Fracionando o carregamento
F em incrementos, em uma etapa de carga n tem-se aplicada & estrutura a carga by, e os
deslocamentos sdo Uy, bem como a rigidez tangente Ky . Sendo Py 1+ | a carga da etapa
sequinte, pode-se escrever

AF, =K AU, , (6.15)
onde
AFy=Fn +1 —Fp {6.16)

é o vetor de desequilibrio para a primeira iterac3o, & o processo é repetido até a
convergéncia, como no método de Newton-Raphson.

Se a matriz Ky é mantida constante durante toda essa etapa de carga, sendo
atualizada no inicio da etapa seguinte, a expressao (6.15) dé a origem a0 denominado
método de Newton-Raphson misto, representado simbolicamente na figura 6.3.

F A
Kn
Fn+1
ﬂEl
F 3
-.‘n ﬂgl
Un U1 Un+1=7 U

Figura 8.3 — Método de Newton-Raphson mistc
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Evidenternente pode-se usar o método de Newton-Raphson modificado em
forma incremental, substituindo (6.15) por

AE]_ = EO &pl {6.17)

para se obter uma resposta completa.

6.3 — A matriz de rigidez tangente

Mesta sec30 apresenta-se a matriz de rigidez tangente para um pilar eshelto,
conforme as refacies desenvolvidas no capitufo 5.

De acordo com a expressdo (6.68), o elemento genérico Kij da matriz
tangente é dado por

Kij:giug; iej:lan, {6.18)
onde n é o nhmere total de graus de liberdade da estrutura discretizada. Para um
elemento finito isoladamente, n=6.

Das expressdes (5.28) a (5.33), apresentadas no capitulo 5, podem-se obter os
elementos da matriz por simples diferenciagdo.

Por exemplo, diferenciando a expressdo (5.29) em relacdo a Us, tem-se

e
: dF oM,
Kg2= znzj _W ¢2dx+
2
o}

al,
2 N
"'] IB“U_Z (92U, +¢3Us + 95U + ¢ Ug) ¢ + N(‘P’z)z] dx {6.19)
ol

Fazendo o, 0, resulta

au, -

¢ g

Ky:] —2 sma | sera (6.20)
U,

0 O
Mas, por definigéo, tem-se
M=[ ox 2 dA 6.21)

A

de onde
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ou

tem-se

3@-]91&3@4

al, al;

A

[ Ux BEX
aUg 0 BUQ

Definindo
d0x - o
Et = Y = mddulo tangente de deformacio longitudinal,
X

e
aU2 [q al, 2

A deformacéo longitudinal & é dada por

E =up, x —2zW, xx + %-(W,x)z,

conforme ja foi apresentado na expressdo {5.11).

Introduzindo as aproximacdes para W e up, dadas em (5.22}, tem-se

Ex = (1 Up + @3 Us)— 2’2 Us +@"3U; + ¢%5Us +¢75Us),

onde foi desprezado o termo % (W, x)* .

Diferenciando {6.26) em relacdo a U, tem-se

aex a3
T

que substituido em (6.24} leva a

oM

i
aU?' = f —E'[Z @5 dA .

A

Substituindo {8.28) em {86.20), resulta

kS, _f[[ E 2 dA](¢ )zdx+f N(el)® dx

(6.22)

(6.23)

(6.24)

{6.25)

(6.26)

(6.27)

{(6.28)

(6.29)
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Definindo,

Ei= [ Et z® dA = rigidez tangente i flexdo da secdo transversal,
A

chega-se finalmente a

Uj g
K;, = f El(6})° dx + f N($3)* dx (6.30)
0 O

Observa-se que as integrais acima tém que ser resolvidas numericamente,
uma vez que a rigidez El e o esforco normal N variam ao longoe do eixo do
elemento.

Procedendo ds forma similar ao apresentado, encontram-se todos os
elementos da matriz.

A matriz de rigidez tangente em nivel de elemento, finalmente, pode ser
escrita na forma

6.31
KEuk’ £ 67, S

onde

I;(e: matriz de rigidez tangente da teoria de primeira ordem, para o
elemento de barra;
G~ = matriz de rigidez geométrica elementar.
Acoplando adequadamente as matrizes elementares, termn-se definida a
matriz de rigidez tangente para-a estrutura discretizada.

6.4 — Formulas de extrapolacdo

Na secdo 6.2 apresentou-se o método de Newton-Raphson modificado na
sua versdo original, o gual pode ser associado a um processo incremental para a
obtenclo da resposta completa da estrutura. Como ja foi salientado, o grande
atrativo desse metodo é que & possivel manter a mesma matriz de rigidez inicial
durante todo o processe, evitando assim o trabalho computacional de redefinicio e
triangularizacio da matriz tangente. Entretanto, o niimero de iteracbes necessarias a
convergéncia pode ser muito elevado, especialmente quando a nio-linearidade é
acentuada, o que origina um tempo de processamento excessivamente alto. Para
reduzir o nimero de iteractes e, conseqllentemente, o tempo de processamento, o
método pede ser associade as formulas de extrapclac3o que serdo desenvolvidas a
seguir.

Sendo F o vetor das cargas nodais aplicadas & estrutura, define-se um
vetor normalizado Fg, tal que

F=pFgy, (6.32)
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onde p é um escalar.
Assim, em qualquer etapa de carga, pode-se escrever

U=U(p), (6.33)
ou seja, na configuracdo de equilibrio, o vetor de desiocamentos nodais pode ser
expresso como funcdo do pardmetro correspondente 3s cargas atuantes na
estrutura.

Sendo Un a solugdo obtida para a enésima etapa de carga e py o
pardmetro de carga correspondente, o conjunto Uy + 1 para a etapa seguinte pode
ser aproximado em série de Taylor, na forma

Un+1=Up +(%§ )pn Ap+ET, (6.34)

* s
onde E™ & o erro de truncamento da série.

Aproximando a derivada de U com relagdo a p em diferencas finitas,
tem-se

P /pn
e substituindo (6.35) em (6.34}, resulta

I.[—Jn+1 =2yﬂ_pn‘l+‘gn+l {6.36}

onde E;; + | é o erro da extrapolagio para Un+s-
Se o erro By + ; for desprezado, a expressio (6.36) resume-se a

Un+1=2Up—-Upn.,, (6.37)

que é a conhecida extrapolacdo linear para os deslocamentos nodais,
De forma semelhante a (6.36) pode-se escrever

Un=2Un-1 —Up.> +Ep, (6.38)
que seria a extrapolagéo para Uy, de onde determina-se o erro Ex na forma
En=Un—2Upn.:+Up., {6.39)

Se Ep +, for tomado igual a Ey, a expressfio (6.39) pode ser substituida
em {6.36), chegando-se a

Un+:=3Up—3Up., +Up.,, (6.40)
que € uma exirapolacdo melhorada para Up+,-
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De modo anilogo a (6.38) também pode-se escrever

Up-y =2Un-2 - Un-3+Ep... (6.41)
que seria a extrapolagdo para Uy . 1, e oerro Eyy _ 1 € dado por

En-1=Un.1 —2Up-2+Up-3. {6.42)

Expandindo o erro global da extrapolagdo {6.36) em série de Taylor até o
segundo termo, tem-se

ok
,...En 449 = En + ( -a—P-)Pn &p ‘6.43)

e aproximando

P /pn
resulta
En+1=26n—En-1- (6.45)

Substituindo (6.39) e (6.42) em {6.45), tem-se
En+1=2Up—5Un.; +4Un.2~ Up.s. (8.46)

que dé a aproximacdo para o erro em {6.36).
Intreduzindo (6.46) em (6.36), chega-se finaiments a

Up+1=4Uy—6Uny +4Un.2 —Ltn.s. (8.47)

que 6 uma terceira formula de extrapolacdo para os deslocamentos.
Obviamente esta férmula aproxima meais a solucdo gQue a expressdo
{6.40}, pois considera também uma extrapolagdo do erro de truncamento da série.
As trés formulas desenvolvidas podem ser utifizadas no inicio de cada
etapa de carga, para a previsdc da sclugdo, associadas ao método de Newton-Raph-
son modificado. Evidentemente, como o objetivo & acelerar a convergéncia, uma
férmula de ordem superior deve ser empregada conjuntamente com as de ordem
inferior. Por exemplo, na utilizacdo da expresséo (6.47), deve-se adotar o seguinte
esguerna:
-- primeira etapa de carga: sem extrapolacdo;
— segunda etapa de carga: extrapolacdo com equacéc {6.37);
— terceira etapa de carga: extrapolacdo com equacdo (6.40);
— quarta etapa de carga e etapas seguinies: extrapolagdo com equagdo
(6.47).
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6.5 — Exemplos

Nesta secdo verifica-se a eficiéncia computacional do método de Newton-
Raphson modificado associado as férmulas de extrapolacdo desenvolvidas.

Para fins de comparagio, sdo apresentados os resultados obtidas com os
seguintes algoritmos:

— algoritmo 1 : método de Newton-Raphson misto (rigidez tangente):

— algoritmo 2 : método de Newton-Raphson modificado, sem extrapolacdo;

— algoritmo 3 : método de Newton-Raphson meodificado, com extrapolacdo através
da férmula (6.37);

— algoritmo 4 : método de Newton-Raphson modificado, com extrapolacdo através
da férmula {6.40);

— algeritmo 5 : métode de Newton-Raphson modificado, com extrapolacdo através
da férmula (6.47).

Nos exemplos que se seguem, sdo comparados o nGmero de iteracdes
necessarias 4 convergéneia, bem como o tempo de processamento requerido pelos
einco algoritmos.

Nas aplicagdes do método de Newton-Raphson misto, emprega-se a matriz
de rigidez tangente, como apresentado na secio 6.3. Para a cbtencdo dessa matriz,
€ necessdrio efetuar uma integragéio numérica ao longe do eixo de cada elemento, o
que é feito utilizando trés pontos de integracdo. Nas integracSes ao longo da aitura
das secdes transversais, considera-se uma discretizacdo das mesmas em vinte faixas
de concreto.

Em todos os exemplos, o carregamento ¢ aplicado em 10 incrementos
fguais até as proximidades da rufna. A determinacdo das acbes ndo-lineares de
extremo de membro também € feita utilizando trés pontos de integracio ac longe
dos elementos ¢ 20 faixas de concreto para as secBes transversais. Em todos os
algoritmos, a matriz de rigidez da estrutura € armazenada em um arranjo retangular
e decomposta pelo método de Cholesky,

— Nao-linearidade fisica

Neste primeiro exemplo, comparam-se os resuitados obtidos para uma
viga biapoiada, submetida a duas cargas concentradas iguals e equidistantes dos
apoios {ref. 32}. Neste exemplo, portanto, s se considera a nJo-linearidade fisica.

Ne estudo realizado, o eixo da viga foi discretizado em 4, 8 e 12
elementos, o que corresponde a um total de 15, 27 e 39 graus de liberdade,
respectivamente.

Nas tabelas 6.1, 6.2 e 6.3, apresenta-se o nimero de iteragGes, por etapa de
carga, necessdrias & convergéncia dos algoritmos, para as trés discretizacdes
utilizadas.
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TABELA 8.1 — Mimero de iteragdes — 4 elementos

ETAPA ALG. 1 ALG.2 ALG. 3 ALG. 4 ALG. b
1 20 20 20 20 20
2 3 20 1 11 11
3 3 20 11 B 6
4 4 20 1 8 8
5 4 20 11 8 4
6 4 2 12 9 8
7 7 21 13 10 8
8 10 22 14 11 9
9 10 19 18 13 "

10 8 26 22 19 18

TABELA 6.2 — NGmero de iteragdes — 8 elementos

ETAPA ALG.1 ALG. 2 ALG. 3 ALG. 4 ALG.B
1 17 17 17 17 17
2 3 17 13 13 13
3 3 16 14 7 7
4 4 17 14 5] 6
5 4 18 14 5 6
6 8 19 15 8 7
7 10 20 15 8 8
8 11 22 16 10 9
9 11 23 18 13 11
10 11 26 22 18 16

TABELA 6.3 — Ndmero de iteracSes — 12 elementos

ETAPA ALG. 1 ALG. 2 ALG. 3 ALG. 4 ALG.5
1 16 16 16 16 | 18
2 3 16 14 4 14
3 4 17 14 S 7
4 4 18 14 8 I 5
5 9 19 i4 7 | 6
6 10 20 15 8 ] 7
7 11 21 16 10 ‘ 8
8 12 22 16 11 8
9 12 23 18 13 11
10 13 26 22 18 16
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Na tabela 6.4 apresenta-se o namero total de iteragBes obtido nas 10
etapas de carga, e na tabela 6.5 indicam-se 0s témpos de processamento relativos,
entre os algoritmos estudados.

TABELA 6.4 — Namera total de iteragdes

GRAUS DE ALG. 1 AlLG. 2 ALG. 3 ALG. 4 ALG. b
LIBERGADE
156 73 209 143 115 10
27 82 195 158 04 100
39 g4 198 159 110 99

TABELA 6.5 — Tempo de processamento relativo

GRAUS DE ALG. 1 ALG. 2 ALG. 3 ALG. 4 ALG. B
LIBEERDADE
15 1 2,31 1,59 1,28 1,13
27 2,19 4,31 3,49 2,30 2,22
39 3.69 6,57 5,27 3,66 3,29

Observando a tabelz 6.4, verifica-se que o método de Newton-Raphson
misto {algoritmo 1} € o que requer o menor nimero de iteracBes para a
convergéncia. Entretanto, 4 medida que aumenta o nimero de graus de liberdade,
sua eficiéncia vai se reduzindo devido ao grande esforco computacional requerido
para a redefinicdo e triangularizacdo da matriz de rigidez tangente. Como se
observa na tabela 6.5, para 15 graus de liberdade esse método é o que exigiu o
menor tempo de processamento, mas para 39 graus de liberdade os algoritmos 4 e
5 sdo os mais eficientes.

— Ndo-linearidades fisica e geométrica

Neste exemplo, analisa-se um pilar esbelto, com indice de esbeltez igual &
100, submetido a uma forca normal excéntrica (ref. 32). Dessa maneira,
consideram-se os efeitos das ndo-linearidades fisica e geométrica, simultaneamente.

No estudc realizado, o eixo do pilar foi discretizada em 5, 10 e 15
elementos, o gue corresponde a um total de 18, 33 e 48 graus de liberdade,
respectivamente.

Nas tabelas 6.6 e 6.7 apresentam-se o nimero total de iteracBes e o tempo
de processamento relativo, obtidos com cada um dos algoritmos estudados.
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TABELA 6.8 — NUmerao total de iteragdes

GRAUS DE ALG. 1 ALG. 2 ALG. 3 ALG, 4 ALG. B
LIBERDADE
18 67 202 156 120 97
a3 80 227 182 148 129
48 86 228 182 149 130

TABELA 6.7 — Tempo dé processamento relativo

GRAUS DE ALG. 1 ALG. 2 ALG. 3 ALG. 4 ALG. 5
LIBERDADE
18 1,00 2,52 1,94 1,50 1,22
a3 2,28 5,58 4,46 3,62 3,16
48 3,62 8,38 6.65 5,44 4,75

Observando os resultados encontrados, verifica-se que neste exemplo o
método de rigidez tangente é o mais eficiente. Entretanto, durante a analise surgiu
um problema de instabilidade numérica, causado pela inclusdo da matriz de rigidez
geométrica. O problema foi contornado conservando-se a mesma rigidez tangente
obtida na oitava etapa de carda, como sendo a matriz para as etapas seguintes. Com
isto, conseguiu-se estabilizar o algoritmo de rigidez tangente, obtendo-se uma
melhor solucio. Este é um dos inconvenientes dos métodos que usam rigidez
tangente, especialmente quando a ndo-linearidade geométrica é acentuada.

Apesar da existéncia de métodos mais eficientes, como os métodos
quase-Newton, o emprego das formulas de extrapolacio apresentadas é satisfatério
para andtise de pilares de concreto armado. Em problemas nos quais a fissuracdo €
a principal fonte de ndo-linearidade, entretanto, tais férmulas podem ser ineficien-
tes e outros métodos devemn ser usados.
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CAPITULO 7
FLEXAO COMPOSTA OBLIQUA

7.1 — Introducio

Neste capitulo apresenta-se um algoritmo para anélise de pilares esbeitos
de concreto armado sob flexdo composta obliqua. A formulacdo é desenvolvida
para uma secdo transversal arbitraria. As integracDes necessdrias, 2o longo das
secdes, sdo feitas com o emprego do teorema de Greer.

Na andlise estrutural utiliza-se a mesma formulacic do método dos
elementos finitos, como apresentada no cepftulo 5. Por hipétese, é desprezada a
torcdo, de maneira que cada nd da estrutura zpresenia apenas cinco graus de
liberdade. Assim, o que se apresenta neste capitulo é simplesmente uma ampliacio
do estudo feito para a flex5o normal. A diferenca maior é devida 3 consideragao
de uma secdo transversal de forma qualquer, o gue introduz uma complexidade
adicional no esquema de solucéo.

7.2 — Andlise em nivel de secdo
7.2.1 — Equacies de equilibrio

Na figura 7.1 apresenta-se uma sec¢do transversal de concreto armado na
qual atua um esforco normal N, excéntrico em relacdo ao sisterna de eixos y—z.

Com a aplicaclio da hipotese das seces planas, a deformac8o em um ponto
generico da segdo transversal ¢ dada por

Ex =6 —yXy — 2Xz, (7.1}
onde

€, — deformacio axial;

Xy — curvatura no plano x—y;
Xz — curvatura no plano x—z.

Na expressdo (7.1}, convenciona-se como sendo paositivas as deformacBes
especificas de tracdo.
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Figura 7.1 — Secde transversal de concreto armado

y
LN
~

~
'\_anoo
N

Figura 7.2 — Secdo transversal de concreto, com representacéo das zonas com tensdo no trecho

parabdlico 2 retangular.
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Igualando a deformacdo €y a zero, resulta

50 X (7.2)

que & a equacdo da linha neutra.
Analogamente, igualando €y ao valor —0,002 chega-se a

g st ON02 A o (7.3)

Xy Xy

que € o lugar gecmétrico dos pontos com deformacdo de compressdo igual a 0,002,

Sabe-se assim qual é a parte da secdc transversal de concretc que
corresponde 3 zona parabdlica e & zona retangular do diagrama tenséo-deformacdo,
conforme indicado na figura 7.2.

A zona tracionada de concreto nfio € considerada em vista das hipoteses
formuladas.

Aplicando as equacbes de equilibrio da estatica, vem

n

N:f ach-i-[ ach+z gsj Asi (7.4}
P r =

n

Mz=Nez=[ oz dA + [ccszJr Z Osi Zsi Asi 3 (7.5)
b T i=1
n

MyzNey=f ocydA+ [UcydA+ z Ogi Vi Asi. (7.6)
P r 1=t

onde

Jsi — tensdo em uma barra genérica i da armadura;
Agj — drea da secdio transversal de uma barra genérica i;
ysi — posicdo da barra relativa ao eixo z;

Zsi — posicEo da barra relativa ao eixo y.

Nas equacBes anteriores, 0z & a tensfo de compressdo em um elemento
infinitesimal de concreto, e os indices p e r referem-se & zonas comprimidas, com
equacio parabdlica e retangular, respectivamente.

Na formulac8o que serd apresentada nas secbes seguintes, a deformacdo
axial, €p, e as curvaturas, Xy e Xz , sdo dados de problema, sendo de interesse
determinar o esforce normal N e os momentos fletores My e My associados a este
estado de deformacdes. )
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O maior problema enfrentado é a avaliacio das integrais contidas nas
expressoes (7.4), (7.5) e {7.6). A soluciio é obtida através do emprego do teorema
de Green, como apresentado na sec3o seguinte. No desenvolvimento das equacoes
{7.4) a (7.6), as integrais de superficie sdo repassadas para integrais ao longo do
contorno das zonas respectivas. Resulta assim a necessidade de se avaliar, para cada
zona, a drea, Os MOoMentos estticas, os momentos de inércia, o produto de inércia,
bem como integrais de ordem superior.

7.2.2 — Teorema de Green

Conforme indicado na secdo anterior, as integracBes de superficie
necessdrias para a avaliacio dos esforgos internos sjo efetuadas com o emprego do
teorema de Green,

Sejam Q e P duas fungBes continuas e diferencidveis no dominio
bidimensional A . O Teorema de Green estabelece a sequinte igualdade:

3Q  oP
l (‘E = 5}') dzdy = @ [P(z,y)dzw(z,y)dy], (7.7)

onde o segundo termo representa a integral de linha ao longo do contorno C, como
ilustrado na figurs 7.3.

Y}\

SENTIDC
DE
PERCURSQ

e
-

z

Figura 7.3 — Peligono fechado,

Além disso, se C & uma curva no plano y—Z definida por

C'{y=g(t),com as<t< b, {7.8)
resulta
b b
(ﬁ [P (z.y) dz + Q (z.y) dy] =l f P, g(MIF (D di+| QL) gD g (¥) dt'
C a %

(7.9)
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0 que permite avaliar o segundo termo da equacdo (7.7). Se o contorno C é
poligonal a expressio (7.8) ¢ a equacdo paramétrica de um segmento de reta,
como ilustrado na figura 7.4,

- A
Y.d i
: 141
Vil ——— — —
|
y |
: 1
yi 1
1 |
| |
1 |
1 I
I I
H I i
Zi z Zit1 Z K

Figura 7.4 — Segmento genérico de reta.

Os vetores posicdo dos pontos extremos do segmento séo
— 23 —

Ri=vijtzik

— = —

Rici1=vi+ ] +zi+1k

-

e o vetor M que une estes extiemos &

tem-se

o A —>
M=Rj+( —Rj.
Definindo,

Ayi =yi+1—VYi

Azj =7 +1 — %

— —_ —
M=Ayjjt+Azik.

O vetor posicio de um ponto genérico do segmento {figura 7.4) é

- = -r

R=R;+tM,

onde t & um escalar variando de 0 a 1.

Substituindo (7.10) e (7.15) em {7.16), resulta

{7.10)

{7.11})

{7.12)

{7.13)

{7.14)

(7.15)

(7.18)
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= > =
R =(yi + tAyi)i + (z + tAzp K, (7.17)

que € a equacdo paramétrica vetorial da reta,
Em termos escalares, a expressdo (7.17) representa um sistema de duas
equacdes na forma

y = yj + thyj
z=gzij+thzi, 0 t=<], (7.18)

que sdo as equacies paramétricas do segmento da reta.
7.2.3 — Obtencdo das sub-regibes da secdo transversal
Nesta secdo apresenta-se a seqliéncia de passos para a obtencdo dos vértices

das zonas correspondentes aos trechos parabblico e retangular do diagrama
tensdo-deformacfo, necessirias para utilizac8o do teorema de Green,

1. A numeracdo dos vértices da secdo transversal é feita no sentido
anti-horério para o contorno extermo. Se a seco for vazads, o
contorno interno € numerado em sentido contrario, conforme figura

7.5.
Y A
3 1zn=17
2
o
4 /
9 .
12516 13 =
5 2
3
14
15
8
7

Figura 7.5 — Sentido de numeragio

2. A medida que vio sendo introduzidas as coordenadas dos vértices, &
gerado um vetor auxiliar ¥ com o nimero de ordem dos mesmos. Este
vetor é usado para a determinaciio dos pontos de interseccdo da linha
neutra e da reta com deformagdo 0,002 com os lados do poligono.

3. Na determinagdo dos pontos de interseccdo da linha nsutra com os
tados do poligono, procede-se da seguinte maneira:
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— Para um dado terno (€, Xy, Xz}, a expressdo (7.2) fornece a
equacdo da linha neutra.

— Para cada i{ado do poligeno, determina-se o ponto de interseccdo
com essa reta. Se este ponto estiver situado fora do segmento em
andlise, o mesmo é desprezado e procede-se de forma similar para o
lado seguinte.

— Quando é encontrado um ponto de interseccdo, suas coordenadas
sdo adicionadas aos vetares de coordenadas dos vértices. No vetor ¥
acrescenta-se o valor da média entre as posices V(i) e V(i + 1),
onde i ei+ 1 sdo os vértices inicial e final do segmento em andlise,

— A seguir, os vetores em questdo sdo reordenados em ordem
crescente, em funclo do vetor auxiliar V.

4. Para a interseccdo da reta de deformacdo 0,002 com os lados do
poligono, procede-se de forma semelhante ao apresentado, utilizando a
expressdo (7.3). Evidentemente, trabalha-se agora com os vetores
acrescidos dos pontos de intersecco ja encontrados.

5. Determinadas todas as intersecches necessérias, podem-se separar os
vértices pertencentes a zona parabdlica dos pertencentes a zona
retangular. Isto é feito simplesmente avaliando a deformacdo nos
mesmos, através da expresséc {7.1), e comparando-a com os limites 0 e
-0,002. Geram-se assim novos vetores de coordenadas dos vértices das
zonas acima em separado, juntamente com dois arranjos auxiliares do
vetor V, um para cada zona. Uma nova reordenagdo é efetuada, em
funcdo destes arranjos auxiliares. Desta forma fica eliminada toda zona
tracionada.

7.2.4 - Verificacdo da ruptura

Com base nos dominios de dimensionamento apresentados no capitulo 1,
utiliza-se a seguinte seqiiéncia de passos para a verificacfo da ruptura de uma se¢So
transversal:

1. Inicialmente calculam-se as deformacBes nas barras de zco. Se a
deformacdo em uma das barras for ioual ou superior a 0,010, fica
caracterizada a ruptura da secdo transversal.

2. Se a secdo estiver parcialmente comprimida, a ruptura fica constatada
guando a deformacdo em algum vértice for menor ou igual a -0,0035.

3. Se a secdo estiver totalmente comprimida, a rupturz fica constatada
quando a deformacdo na fibra, situada a 3h/7 do ponto de maior
compressdo, for menor ou igual a -0,002. Na figura 7.6 indica-se a fibra
em questdo,
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Figura 7.8 — Determinacdo da altura da segio

Inicialmente determinam-se as distdncias dos vértices da secdo 2 linha
neutra. A altura h da seco, perpendicularmente & linha neutra, é dada por

= hmj_x s hmjn, {7.19)

onde hp4x € hmin sdo a maior e a menor distancia encontrada, respectivamente.
A distdncia d da linha neutra a fibra em estudo &

&= B — 3},— b, (7.20)

Calcula-se a curvatura total

x= VX +% (7.21)

A deformacdo €y na fibra em estudo é dada por

Eq=Xd (7.22)
e a ruptura é alcancada quando essa deformacio atingir o valor -0,002.
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7.3 — Teoria ndo-linear de flexdo
7.3.1 — Relacio deformagfo-deslocamentos

Para a obtencdo dos deslocamentos no pilar, assumem-se as hipoteses das
secBes planas e de moderadas rotagSes. Na figura 7.7 apresenta-se um elemernto de
barra nas configuractes deformada e indeformada, submetido a cargas aplicadas
nos planos x—y €& X—7. Admite-se também que o eixo da barra sofre um
deslocamento ug na direcdo x, um deslocamento transversal Wy na direciio y e um
deslocamento transversal Wy na direco z.

i, LU X,
— 1 -
] > ]
&
wz |z Wy oy
X
\ x \
-2 Wzx <~z dWz -y Wy.x =-y dWy
i dx dx
z. Z Ll
v !

z

A qyix}
XU
} > PEVPE!

A {bf-—-l- > - X

ITI TR
[ A ] qz(x)
T 1
2 ki,
f Uolx) Y

Figura 7.7 — Deslocamentos € esforcos

Com o emprego da hipdtese das secBes planas, o deslocamento longitudi-
nal em um ponto genérico da barra fica representado por

u(x.y,z) = ug(x)—yWy, x — 2Wz. x , (7.23)
onde a virgula significa derivacdo com relacdo & varidvel que a sucede,
Na figura 7.8 apresenta-se um segmento infinitesimal de barra com os

respectivos deslocamentos.
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- Wz+ Wz xdx
Wy At A&
1
Wy + Wy xdx '
1
Yy U+ u,x ax

Figura 7.8 — Deslocamentos em um elemento infinitesimal

Nota-se pela figura 7.8 que as posigdes finais dos pontos A e B sio

A u [ xi, u+u, xdx + dx
A= }"a = Wy 5 B'= }ﬁb = wy + W}r, }((1}(
z’a Wz 74 Wz + Wy, xdx (7.24)
e o comprimento final do elemeanto serd
ds = \f(xb —x)* + (vhy - ¥ + (z,— z;l)zl : {7.25)
Substituindo (7.24) em {7.25) tem-se
ds = dx \/(1 tu, x)‘l H (W)'! x)z + (W.Zs x)i‘.., {726]

que expandida em série de Taylor leva a

ds=dx { 1+ u,x + 2[Wy, x7 + Wz 07} | (7.27)

a qual representa o comprimento final do elemento.
A deformacdo longitudinal em um ponto genérico do elemento ¢ dada por

_dx
€ = ET (7.28)
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e substituindo {7.27) em (7.28) chega-se a
B +—;- [owy. )7 + (W %] (7.29)
Lembrando que
u=up— yWy, x ~ zWy, x, (7.30)
resulta finalmente
Ex =0, X — YWy, xx -+ Wy, xx +[(Wy, %) + Wz, 7] (2.31)
Definindo,
€ = Ug, X +-é— [(Wy, x)? + (Wy, x)2] = deformacdo axial;
Xy = Wy, XX = curvatura no plano x — y;

Xz =Wz, xx = curvatura no plano X — z,

chega-se a

EX:EO_ YX}! —'ZXZ , ':7.32’
que relaciona a deformac#o longitudinal em um ponto genérico da barra com os
deslocamentos do seu eixo.

Devese observar gue a relacdo dada por (7.32} é nfo-linear pelo
surgimento do termo no-linear na expressio da deformacdo axial.

7.3.2 — Principio dos trabalhos virtuais

Considerando o campo de deslocamentos admitido anteriormente, o
trabalho virtual interno §Wint, ne velume indeformado v da barra, é dade por

SWint = [ ox 6€x dy {7.33)

-
onde §€y € uma deformacio virtual compativel com o campo de deslocamentos e
Ox € & tensdo despertada no interior da barra. Aplicando-se a primeira variacdo 3

deformacdo & dada por (7.31), resulta

8y = dug,x — y&Wy,xx — z6Wyxx + W}-__xﬁw}.-,x + Wy x6Wox . (7.34)
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O rrabzlho virtual interno pode, portanto, ser escrito na forma

2
6Wint = J [8110,)41 oxdA — SWy,xxj oxydA — W, xx ] OyZdA +
0 A A A

% W};,XaWy,x j

xdA + W x6Wp,x [ oxdA]ax, {7.35)
A A

onde A e ¥ sdo a drea da secdo transversal e o comprimento da barra,
respectivamente.
DCefinindo,

N =f oy dA = esforco normal ;
A

My = j ox vy dA = momento fletor em torno de z;
A

M, = ] oy z dA = momento fletor em torno de v,
A

resulta

2
int = — % 7 L NSuAx 4
SWint fo [~ MydWy xx - MzdWz xx + Néug.x

+ NWy,x 6W};,X +NWzx 6Woxldx | (7.36)

D trabalho virtual devido as forcas externas aplicadas a barra (figura 7.7) é
dado por

Q I
SWext ':J [qy(x)sw); + qu{x)5Wy + p(x)dugldx + Z Fel;, (72.37)
] I=1

onde Fj e 6U; sdo forcas e deslocamentos virtuais generalizados, respectivamente.
O principio dos trahalhos virtuais estabelece a condic@o de equilibric na
forma

SWext = 6Wint (7.38)
A equaclo (7.38) é a equacdo integral de equiiibrio da barra. A solugdo

dessa equacdo & obtida mediante o emprego do método dos elementos finitos
como apresentado a segulir,
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7.4 — Modelo de elementos finitos

Na figura 7.9 apresenta-se um elemento de barra submetido as acoes
nadais, onde também é indicado o sentido positivo dos deslocamentas.

Para determinar os deslocamentos em um ponto genérico do eixo do
elemento em funcio dos deslocamentos nodais, adotam-se aproximacoes cibicas e
lineares para os deslocamentos transversais e longitudinais, respectivamente.

X
i ) :
Uz : Us !
N, S ! Uz s ; us
Ui Us : Uy Us \
Us o
I
Fan Ug
Fin 1 e
= Fion
Fen
-
l Fan
Yo v

Figura 7.9 — Deslocamentos e agdes noedais

introduzindo as condic8es de contorno nas aproximacdes adotadas, resulta

ug=¢; Uy + 94U ; {7.39)
Wy = ¢, U, +osUs + g7 Uy +¢5Ug (7.40)
We=¢ Uy +osUs + Uy +0,Us5 (7.41)

onde as ¢ { sdo funcdes de interpolacdo da forma apresentada no capitule 5.
Considerando apenas as acoes nodais Fip 2tuzndo no elemento, tem-se

10 ]
z Find Ui :] [ MydWyxx = MpbWpxx = Nouo,x +
1=1 0

+ N(Wy,x8Wy,x + W x6Wpx)|dy - (7.42)
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Introduzindo as aproximaches admitidas para o campo de deslocamentos,
a equacdo (7.42) representa um sistema de 10 equacBes ndo-lineares na forma

¢
an--] Ngid,, i=1,6:
0

¢ g
Fip = [ —My¢'id, + f NAg¢id,, i=2378;
0 8]

Fin =f2 ~My¢d, + [’2 NB¢idy, 1=4.5,9,10;
0 0 (7.43)
ande
A= U; +@3U; + 87U, + 95Uy
B=¢3Uq +05Us + ¢5Us + 610U, 0. (7.44)
Linearizando as equagles, chega-se a .
F=k1°, (7.45)

onde

[y]

g

= vetor com as agdes nodais {10 x 1);

A

= matriz de rigidez elementar (10 x 10};

2|
1

vetor com deslocamentos nodais (10 x 1).

Acopiando as equacdes em nivel de elemento, come descrito no capitulo 5,
chega-se a um sistema global de equacdes lineares, na forma

F=KU, (7.46)

que é utilizado no esquema iterativo.

A soiucdo do sistema ndo-linear de equacdes é obtida através do emprego
do método de Newton-Raphson modificado como descrito no capitulo 5. Para
acelerar a convergéncia do método, pode-se empregar as formulas de extrapolacio
desenvolvidas no capitulo 6.
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7.5 — Exemplos

Nesta secio apresentam-se dois exemplos, onde se comparam as solucdes
numéricas abtidas com o algoritmo apresentado, com resultados experimentais e
tedricos de outros autores.

Nos dois exemplos, a solucdo foi encontrada utilizando-se dez etapas de
carga para a abtencio da resposta estrutural até a ruina. Para a integragdo ac longo
do eixo dos elementos, foram utilizados trés pontos de integracdo de Gauss. Os
exemplos referem-se a pilares de secdo transversal constante.

Exemplo 1 — Secdo retangular

Na figura 7.10 & apresentado um pilar com se¢do transversal retangular,
submetido a flexocompressdo obliqua. As propriedades dos materiais sdo
fz =25,4MPa; fy = 453,3MPa; Eg = 210000MPa.

Na mesma figura indica-se a discretizagdo usada na andlise, bem como as
curvas carga-deslocamento transversal na se¢do central.

50G ———
= pa B P
-.E.- /‘/‘/
a N
-
e
400 i
7/
300 L s 7 -
o+ D
3 P
+ si4,5 +
200
100 )
—— REF.9{TEGRICO)
—— EXPERIMENTAL(8]
—-- ALGORITMO
|
5 i

Figura 7.10 — Curvas carga-desloccamento

Exemplo 2 — Secdo em L
Comparam-se aqui ©s resultados cobtidos com o algoritmo com os
determinados teoricamente na ref. 8, para um pilar de secdo transversal em L
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submetido a flexocompressdo obllqua, As propriedades dos materiais sdo as
seguintes: £ = 25,4MPa; fy = 453,3MPa; Eg = 210000MPa,

A discretizacdo utilizada e o ponto de aplicaco da carga encontram-se
assinalados na figura 7.11, onde se comparam as respostas carga-deslocamento
transversal na secdo centra! do pilar,

aco
z
=
O
600 y: m =
4
/
‘4
£
/4
7 1 L ] u
et Qb+ ——
P P
400 + %3 3
f L. §T.5°
€: 435mm
Asi ® 2,16 cm?
200 -]
Uy o
— REF. 9 [TEORICO) o
+
——~ ALGORITMO
! I l
5 10 is 20 25 30

Wimm)

Figura 7.11 — Curvas carga-deslocamento



APENDICE
RELACOES MOMENTO FLETOR-ESFORCO NORMAL-CURVATURA
PARA SECOES RETANGULARES

A.1 — Resuitante das tenstes de compressao no concreto

A se¢do de concreto armado considerada é a mostrada na figura A.1.1,
onde a armadura se distribui simetricamente em torno do perimetro da segio. Os
pardmetros geométricos caracterizadores da mesma encontram-se evidenciados na
figura.

L b L
1] 1T
® e eo|—*d
® ® dj
camada genérica
" ® e de armadurg
d1
@ @
& [
] @ [ ] :IT"'

Figura A.1.1 -~ Segdo transversal retangular macica

Com a aplicacdo de um momento fletor associado a um esforco normal,
a distribuicdo de deformacBes na secBo é a linear da figura A.1.2, onde &5 é a
deformacio correspondente ao inicio do trecho retangular do diagrama tensdo-de-
formac¢do do concreto.

O diagrama tensfo-deformacdo adotado para o concreto é o da figura
A.13, onde f; serd tomado igual a foq ou fu, dependendo se tratase da
verificacdo da ruptura ou do cdlculo de deslocamentos através das relacdes M—N—X.
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(x-¥o)

Yo

Figura A 1.2 — Distribuicio de deformacdes na secdo transversal

e ]
oBsfe

o s  Bu )
Figurs A.1.3 — Diagrama tensdc-deformacio do cancreto erm compressdo

As deformactes € & €y sfo dadas por (A.1.1) e {A.1.2], onde ¢ é o valor
do coeficiente de fluéncia num instante t genérico.

En=0,002 (1 +9). (A1)

€y =0,0033 (1 +¥). (A1.2)

A equagdo do trecho parabdlico do diagrama e dads por

oc = 0,85 f[A€E + BE,], {A.1.3)
onde

152



S (A.1.4]
e
B (11033) (A.1.5)

A deformacio & em uma fibra situada a uma distancia y da linha neutra
¢ dada por {A.1.6), onde €yg € a deformacdo especifica de retracdo num instante t
genérico e X é a curvatura da secdo.

Ep= Xy — Egs [A.1.6)

Igualando {A.1.6) ao valor de &, dado por {A.1.1), resuita

E/\
- 0,002 (1 +¥)+Exg ) (A7)
X
como ilustrado na figura A.1.2.

Detine-se

@ = Xdy; {A.1.8)
%

£= . (A.1.9)
d’

a= 4 {A.1.10)

+ 2} +

s 0’002“@ s ls R {A.1.11)

fy:E_-l—a {A.112:|

Substituindo (A.1.8} e (A.1.11) em (A.1.7) resulta

Yo=ad, (A.1.13)

A distancia s na figura A.1.2 é dada por

s=x—h. {A.1.14)

Observando pela figura A.1.1 que

h=d, +d (A.1.15)
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e introduzindo (A.1.9), (A.1.10) e (A.1.12), resulta para s a expressdo

Sz"}’dl

{A.1.16)

A distribuicdo das tensOes de compressdo na secido de concreto é mostrada

na figura A.1.4.
0.85f¢

ra (i }

Figura A.1.4 — TensGes de compressdo na secdo de concreto

A tensdo numa fibra genérica da sec8o sera, conforme a mesma se encontre
no trecho parabélico ou no trecho retangular, dads por (A.1.17} ou {A.1.18)
respectivamente, onde em (A.1.17) j& se substituiv a expressdo [A.1.6) para a

deformacdo S,
ac = 0,85 f[A(Xy — Scs)* + B (Xy — Eg
Jp = 0,85 fc

A resuitante de tensdes no concreto € dada pela integrat

X
Rcc=f bogdy,
s

ou, 0 gue ¢ equivalente, por
X

Yo
Rcczf bﬂ'cdy"‘[ bﬂ'cd}f
8 Yo
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Resolvendo as integrais e Tazendo todas as substituicBes necessarias, resulta
Ree = Reey + Rees (A.1.27)

onde

2
Rccx=[%¢— (o8 — )+ %9 @ ')+ £-albd, 085, (A1.22)

Rees ={AlEs(a — ) — §Ses(0” — 7))~ BEgs (o ~ 1)} bd; 0.85fc (A.1.23)
De um modo geral, pode-se escrever
Ree =K bd, 0,851 . {A.1.24)

onde K¢ & um adimensional.

As equacgdes (A.1.22) e (A.1.23) foram deduzidas admitindo que toda a
secdo estava comprimida e, além disto, que a distribuicio de tenses na secdo
apresentava um trecho parabdlico e um trecho retanguiar. Como outros casos
podem ocorrer, no programa de computador devem ser feitas as seguintes
alteragdes:

1 — Se v < 0, significando que sé parte da segfio estd comprimida, deve-se fazer
v=0.

2 — Se £ < e, significando que o trecho retangular inexiste, deve-se fazer o = £ pois
© trecho parabélico estende-se até o topo da secdo.

Na figura A.1.5 apresenta-se a resultente de compressio no conereto Ree.
posicionada a uma distincia z da borda menaos comprimida e a2 uma distancia Y da
tinha neutra.

0,85 f¢

] Rec

; f
Te

Figura A.1.5 — Posicio da resuitante de compressio no concreto
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De acordo com a figura A.1.5, pode-se escrever
X

Ree ve =f bog y dy (A.1.25)
5

Resolvendo a integral com as devidas substituicBes e introduzindo
{A.1.24), resulta

ye = (yey + yes) di (A.1.26)

onde
1 |A¢? 4 4 B 3 3 £ —d

Yoy = 3 @=7) + (@ -7) tEo— | (A2

; 1 s 2 .o S o 3 3 S

Yes = "1"(: AI“Q“ (@ — ") - —3 (e —7") ——2'—(‘1 =)

(A.1.28)

De um mado geral, pode-se escrever

ye=Kody (A.1.29}
onde K é um adimensional.

Observando pela figura A.1.5 que

Z=yc—$ (A.1.30)
e substituindo {A.1.18} em (A.1.30), resulta

ZZK(;l d1 (A.1.31]
onde

Kei =Ko =7. [A.1.32)

Pelos motivos ja expostos, no programa de computader devem ser
observadas as sequintes situagdes:

1 — Sey <0, deve-se fazer vy = 0 nas equacdes {A.1.27}) e (A1.28).
2 — 8Se £ <, deve-se fazer @ = £ nas equagbes (A.1.27) e {A.1.28).
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A.2 — Relactes momento fletor-esforgo normal-curvatura

Se Agj é a drea da secdo transversal de armadura existente na camada
genérica i da figura A.1.1., define-se a taxa geométrica pj de armadura por

Agi

pi= _IE (A.2.1)

Analogamente, sendo Ag a drea total de ago na secdo, define-se a taxa
geométrica p como

As

o= 5% (A2.2)

Se todas as barras sdc do mesmo didmetro ¢ nj € o ndmero de barras da
camada ien’ é o nimero total de barras, € facil verificar que

ni
py=—Lp (A.2.3}
n
Define-se ainda a taxa mecanica w de armadura, como sendo
1Y
W= = = A2.4
5 { }

Para os esforcos solicitantes define-se o esforco normal reduzido v por
(A.2.5}, e 0 mamento fletor reduzido ¢ por {A.2.6)

Nd
= m {A25]
Md
# = Yt 0,856 A28
As equacBes de equilibrio sdo dadas por
n
Ng—Rec (. X)— » Agasi(x.X)=0 {A.2.7)
j =F
1
Ma=Rec(x,¥)z(x,X)+ > Ag(h—dposi(x,X)-NgC, (A28)
i =i

onde n € o nlmero de camadas de armadura.
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Uma vez que as relacbes M—N--X sdo utitizadas para o cdlculo dos
deslocamentos do pilar, a resisténcia adotada para o concreto deve ser a
caracteristica e, como visto anteriormente, pode-se escrever

Rcc = Kc bd1 0,85 f(:k 3 (A.2.9)
Z= KC!. dl {A.?,]U)
Substituindo (A.2.1], (A.2.5) e (A.2.9) em (A.2.7), resulta

n
0,85 L’fcd i U,SS KC fck = Z Pi Ogj = 0 {A.Z‘l 1}
i=1

Lembrando que fok = 1,4 fod, @ susbtituindo {A.2.3} e (A.2.4) em
{A.2.11), resulta finalmente

1
2w
085v —1,19K¢c — -TI-’-T}/E Z niogi =0 (A.2.12)
1=1
Define-se
d:

B :Ti {A.2.13)

1

Procedendo de forma zndloga, pode-se expressar a equacdo (A.2.8) na
forma adimensional {A.2.14), lembrando que, pare esta segio, C,; = 0,5h.

n
- 2w — .
u=14oKe +igs rpg 2. Wl e B — 051+ ap (A219)
1=1

Nas expressdes {A.2.12) e (A.2.14) os coeficientes K¢ e K¢y dependem de
£ e ¢, como ja demonstrado. A tensdo s nas barras da camada i também dependam
de £ e ¢. De fato, pela equacio (2.5) do capitulo 2, verifica-se que a deformacdo na
camada i é dada por (A.2.15), ja feitas as substituicBes necessarias.

Eqi = O(E — Bi) {A.2.15}

Como a deformacio é funcio de ¢ e &, a tensdo correspondente também
serd. Obtém-se assim uma relagio momento fletor-esforco  normal-curvatura
adimensional, na forma u— v — ¢.

Para a determinacdo de §j, recorre-se a figura A 2.1, onde admite-se gue as
barras estdo igualmente espacadas na vertical.

Pela figura é facil concluir que
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Sy = d—lﬂ—, (A.2.16)
n—1

onde, de acordo com a notacdo, n é o nlmero de camadas de armadura.
Também verifica-se que

d=d+(n—1) Sy (A.2.17)
d+—[eo @
®
. +—l@ ® di
v
d,

— | ®

® et
dl"|'_‘ ® L] ®|—

Figura A.2.1 — Secfo corn barras igualmente espacadas

Substituindo (A.2.16) em {A.2.17), resulta

- LS _(_ll—i) e A
di=d' s I — ) (A.2.18)

Dividindo (A.2.18) por d, e introduzindo (A.1.10} e {A.2.13}, resulta
finalmente

{n—
(n—

A.3 — Determinacfio da ruptura da secdo

fieiih %(1 —&) (A.2.19)

A determinagdo do momento fletor de ruptura da secdo é baseada nos
dominios de dimensionamento da figura 2.21 do capitulo 2. Para isto trabalha-se
com as resisténclas minoradas dos materiais, ou seja, com fuq @ fyd para o concreto
€ para 0 aco , respectivamente. De acordo com estss dominios, verifica-se que,
conhecidz a posicdo x da linha neutra da seco, 2 curvatura X da mesma pode ser
escrita em fungdo de x. A expressdo de X varia conforme o dominio em gue se situa,
devendo-se distinguir trés casos.
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a} Dominio 2

E facil ver pela figura 2.21 que, neste dominio, X tem a variagdo dada por
{A.3.1), onde v é o valor do coeficiente de fluéncia no instante em consideracdo.

351+9)

m _ d, {A.3.1)

Dkfxél

Introduzindo (A.1.9), resulta para este dominio

3,5(1 + v)
< 25U ty) 3
0t 10 +3,5(1 + ) (A3.2)

A curvatura X é dada em funcio de x por [A3.3), ou em forma
adimensional, por (A.3.4).

ta L o (A.3.3)
dl—x
0,010

AR 3.4

o= T— (A3.4)

b) Dominios 3,4 e 4a

Neste case as variacBes de x e £ sdo dadas por (A.3.6) e (A.3.G) e as
curvaturas X e ¢ por (A.3.7) e (A.3.8).

3.5(1+9) o
110+3,5(1 +¢)] oy RER G (A2.5)
35149

Sl F) T . SE
0+351+9) ~E=1*3; (A.3.6)

_ 0,0035(1 +9)
x

X (A3.7)

G 0,0032(1 +9) ; (A.3.8)

¢} Dominio 5
Neste dominio, as expressdes em estudo sgo dadas por {A.3.9) a2 (A.3.12).

h<{x <o {A.3.9)
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(1+a)<E<oo; (A.3.10)

xe 00021+9) ; (A3.11)
3
X——7— h
s M}& (A.3.12)
E- 2 (1+9)

Para & determinacio do momento de ruptura, utiliza-se o processo da
bissecante. A equacdo (A.2.7} em forma adimensional & funcdc apenas de £, uma
vez que ¢ & conhecida para cada valor de & Utiliza-se o processo da bissecante para
encontrar £ no intervalo [0, ). Caso n3p exista a raiz de (A.2.7], significa que a
secdo ndo resiste ac esforco normal aplicado., Encontrado £, a equacio (A.2.8) em
forma adimensional fornece diretamente o momento de ruptura [ty da secdo.
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ANEXO

TABELAS PARA DIMENSIONAMENTO DE PILARES
DE CONCRETO ARMADO

As tabelas apresentadas neste anexo destinam-se ao dimensionamen-
to de pilares de concreto armado com geometria e carregamento da figura AN.1. A
seclo transversal do pilar se mantém constante ao [ongo do seu €ixo, inclusive a
armadura. As tabelas foram preparadas com o algoritmo alternative apresentado no

capitulo 3.
b |
Mid °® ®
Pd /—\: Ma1d gl
& —s A g
As
I. ‘g l ./’\\. di
1 b

Figura AN.1 — Geometria e carregamenta do pilar

Para a utilizacdo das tabeias, deve-se entrar com os seguintes
pardmetros adimensionais:

8 = -—fl— — relagdo de esheltez do pilar:
d . o -
a= i — parametro geométrico da secio;
£ esforgo normai reduzido;
9% 0,85 bdfeq i ==

M, d

o= mﬁ — momento fletor reduzido de primeira ordem.
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As tabelas fornecem o valor de w, com o gqual se calcula a secdo de
armadura Ag por

Mol 22

fyd

Todas as tabelas foram preparadas para cargas de curta duracdo, v = Q e
Eeg = 0. O aco utilizado é o CAS0B.
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