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PREFACIO

De um modo geral, um pitar esbelto de concreto armado apresenta uma
relacdo carga-deslocamento ndo-linear. Essa ndo-linearidade ¢ comumente dividida
em duas categorias distintas: a ndo-linearidade {fsica, decorrente do comportamen-
to mecdnico dos materiais, ago e conereto, & a ndo-linearidade geamétrica, oriunda
da influéncia que t8m os deslocamentos nas solicitagBes da estrutura.

Em vista disso, a andlise desse elemento estrutural pode se tornar
exaustiva, exigindo técnicas numeéricas apropriadas.

Neste trabalho apresentamos algumas técnicas para anilise & dimensiona-
mento de pilares esbeltos de concreto armado. O trabalho se encontra organizado
na mesma ordem em que os algoritmos Toram sendo desenvolvidos.

No primeiro capétulo discutimos os principais aspectos refativos a
estabilidade de barras esbeltas. As propriedades dos materiais, bem como as
hipdteses admitidas em todo o trabatho, também se encontram nesse capitulo.

Uma técnica para a analise de pilares esbeltos de cencreto armade,
baseada na analogia de Mohr, é apresentada no capitulo 2, onde os efeitos da
fluéneia e da retracdo sdo considerados. Esse esquema de solucio é posteriormente
implementado em um algoritmo de dimensionamento, dando origem ao capitulo 3,
Com esse algoritmo foi pessivel elaborar as tabelas para dimensionamento constantes
do Anexo.

MNos capitulos 4 e 5 s30 apresentadas as técnicas de diferencas finitas e
de elementos finitos, respectivamente, para a andlise de pilares sob cargas de
curta duracgo. A solucdo € encontrada através do processo iterativo denominado
Método de Newton-Raphson Modificado. Esse método, tradicionzlmente utiliza-
do em andélise ndo-linear de estruturas de concreto armado, pode levar a um alto
custo computacional, devido ao elevedo ndmero de iteracBes necessarias &
convergéncia. Com o objetivo de acelerar a convergéncia do método, associamos
ao mesmo as formulas de extrapolacdo apresentadas no capitulo 6. Apesar da
existéncia de esquemas mais eficientes, as formulas desenvolvidas mostraram-se
satisfatérias para o problema em quest3o.



No dlimo capitulo, é apresentado um algoritmo para analise de pilares
esheltos de concreto armado sob flexdo composta obliqua. A solucdo é encontrada
através do método dos elementos finitos. A formulacdo é desenvolvida para uma
segdo transversal poligonal arbitraria, com o emprego do teorema de Green.

Este trabalho é a continuacdo da obra Cdlculo de Pilares de Concreto
Armado, de nossa autoria, publicada em 1988 pela Editora da Fundacio
Universidade do Rio Grande. Naguela oportunidade, apresentamos os critérios de
proieto de pilares curtos e moderadamente eshbeltos, adotados pelas principais
normas internacionais sobre calculo de estruturas de concreto armado,

Escrevemos o presente trabalho imediatamente apos a publicacio de
Célculo de Pilares de Concreto Armado. Infelizmente sé agora Tol possivel a edigio
deste livro.

Por se tratar de uma area de conhecimento que sofre continuamente, e de
maneira acelerada, um grande aperfeicoamento, o trabalho podarid ter perdido
parte de sua originalidade. Entretanto, o mesmo tem o mérito de aglutinar os
principais métodos numéricos para andlise de pilares esbeltos de conereto armado.
Além disso, os algoritmos apresentados aqui deverfo ser inclufdos, de uma maneira
ou de outra, em qualquer analise ndo-linear de estruturas de concreto armado.

Rio Grande, setembro de 1993.

José Milton de Araijo
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CAPITULD 1
FUNDAMENTOS DE ESTABILIDADE E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

1.1 — Generalidades

O primeiro estudo da estabilidade de barras esbeltas carregadas axialmente
foi realizado por Leonard Euler em meados do século dezoito {ref. 30). Analisando
uma barra de eixo reto, constituida por um material eldstico linear e submetida a
uma forca normal de compressdo, Euler concluiu que, para valores da Torca abaixo
de um certo limite, o equilibrio da barra na configuracdo indeformada era estdvel e
além desse limite o equilibrio era instavel,

Admitindo a hipotese das secbes planas e de peguenos deslocamentos, o
equilibrio de uma barra eldstica linear submetida a uma forga normal constante e
carregamento transversat genérico fica garantido através de uma equacdo diferencial
ndo-homogénea de quarta ordem. Se a rigidez 3 flex3o da barra é constante, a
solucdo da equacdo diferencial, para uma dada distribuicio da carga transversal,
pode set facilmente encontrada.

Para o concreto armado, entretanto, a rigidez & flex3o varia ao longo do
eixo da barra e depende, além de outros fatores, dos valores do momento fletor e
do esforco normal que solicitam a se¢do transversal. Assim, torna-se impraticavel
encontrar uma solucdo analitica para a equacdo diferencial, Dessa forma, em se
tratando de pilares de concreto armadg, deve-se partir para técnicas numeéricas de
solucdo.

Meste capitulo apresentam-se os principais conceitos relativos a estabilida-
de de pilares esbeltos de concreto armado. Entretanto, nenhuma atencio especial é
dada & solucdo do problema. As técnicas numéricas para anélise e dimensionamento
desse elemento estrutural ficam, assim, para os capitulos seguintes.

1.2 — Estabilidade de pilares esbeltos

Nesta secdo discutem-se alguns aspectos relativos & estabilidade de barras
esbeltas. O problema é apresentado sem a preocupaciio com a formulacio
matematica do mesmo. Para um esiudo mais detalhado sebre o assunto, pode-se
recorrer as refs. 1,10,

Ma figura 1.1 apresenta-se um pilar submetido a uma forca normal P e a
uma carga transversal q. Admite-se que a forca P se mantém constante ac longo do
eixo da barra e que 3 flex3o se da segundo o plano de simetria x-z.

11



Admitindo a hipotese das se¢Bes planas e considerando pequenas rotaces
do eixo da barra, pode-se mosirar que o equilibrio fica garantido através da
equacio diferencial

d? i d*w
S e F - {11

onde EI € a rigidez & flexdo das secBes transversais da barra {refs. 1,10).

v
L 8

EI X

Figura 1.1 — Carregamento no pilar

Se a rigidez El ¢ constante, a equacdo é da forma

¢dw ., &@W g

@ TF e TE .
pnde
‘P
.U. — \ ‘E]:- = {1.3}
A solugdo da equacéo (1.2) 8
W(x) = A cospx + Bsenux + Cx + D + Wp(x), (1.4)

onde Wp(x) é uma solugdo particular.

As constantes de integracdo que aparecem em (1.4) sfo obtidas pela
introdugdo das condicBes de contorno e Wp(x) € encontrada para uma dada
distribuicio da carga transversal.

Por exemplo, para uma barra birrotulada com carga transversal q
uniformemente distribuida ao longo do eixo, a solucio W(x) é

1 /o5
Wix) = q[i?f;(cosux-ugg—g sen;.rx—l)+ -ﬁ(x-—ﬁx)] ,(1.5)

12



onde £ é o comprimento da barra.

Observa-se por (1.5) que a solugdo é linear com relacdo a carga transversal
q, porém é ndo-linear com a forga normal P, Essa ndo-linearidade, de uma forma
geral, é denominada ndo-linearidade geométrica. Para o caso especifico de pilares,
esse efeito ndo-linear ¢ também denominado efeito de segunda ordem.

Na figura 1.2 apresenta-se a relacdo P-W de acordo com a equacgéo (1.5).

P A

limite do equilibrio

Pe_.

{ .
Wo W
Figura 1.2 — Relagdo forga normal-deslocamento

Observa-se que para P = 0 o deslocamento transversal € W devido 2 carga
transversal. Neste caso, o problema reduz-se & andlise de uma viga biapoiada com
carga uniformemente distribuida.

A medida que cresce a forca P, crescem também os deslocamentos, até
que, atingido o valor Pe para a forca normal, o equilibrio torna-se instivel. Isto
pode ser constatado pelo crescimento acentuado dos deslocamentos. A forca Pg é
denominada carga critica e, para este caso, € dada por

2 g1
P, = -“—22— . (1.6}

Para o caso particular em que a carga transversal é nula, a relagio P-W é da
forma apresentada na figura 1.3.

Observa-se pela figura que, neste caso, a configuragio indeformada é
estdvel até a carga Py . A partir desse limite, o equilibrio tornase instavel. O
fenomeno & denominado flambagem, sendo um caso particular de instabilidade do
equilibrio para barras submetidas a compressdo centrada.

13



p A

~— configuragao reta
instavel

Pe configuracao deformada
estdvel

-— configuracdo reta
estével

L 4

Figura 1.3 — Flambagem

Devido a forma n3o-linear da expressdo {1.5} verifica-se n3o ser mais valido
o0 principio da superposicdo, ou seja, se W, e W, sdo os deslocamentos obtidos com
as forcas Py e P,, respectivamente, a solucio W para a forca P = P, + P, ndo pode
ser obtida simplesmente superpondo W; a Ws.

Da teoria elementar de fiexio de barras, tem-se que ¢ momento fletor M
em uma se¢do transversal é dado por

d*w

M: “"El dx2

, (1.7)

Introduzindo (1.8} em {1.7), pode-se encontrar o momento mMAaximo ao
iongo do eixo da barra, como

2
Mo ‘1‘33 8. (1.8)
onde
5 [scc -%g- - ]]
2

O fator § é denominado fator de amplificagdo e é conseqiiéncia da
nédo-linearidade geométrica.
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Observa-se por (1.8) que os momentos solicitantes ficam ampliados em
retacdo acs cobtidos com a teoria elementar. A teoria elementar, na qual se analisa a
estrutura na configuracio indeformada, é comumente denominada teoria de
primeira ordem.

Em se tratando de pilares esheltos, a andlise deve ser feita na configuracio
deformada da barra, em virtude dos efeitos apresentados. Esta tearia & denominada
teoria de segunda ordem.

1.3 — Caracteristicas do concreto armado

Na secdo anterior apresentou-se a equacdo diferencial de equilibrio para
um pilar esbelto, na hipotese de um comportamento eldstico linear. Se a barra for
constituida por um material ndo-linear, eldstico ou ndo, a equacio diferencial
permanece valida, desde que a rigidez a flex8o possa ser corretamente avaliada.

O concreto armado é um material nessas condigdes, isto &, ndo existe
linearidade entre tensBes e deformacBes, uma vez gque o aco & O concretg
apresentam comportamentos ndo-lineares. A esse tipo de ndo-linearidade denomi-
na-se ndo-linearidade fisica.

A grande dificuldade em se resolver a equagdo diferencial para o concreto
armado consiste na determinacio da rigidez & flexfio. Diversos pardmetros, como o
comportamento mecdnico dos materiais, as propriedades reoldgicas de concreto e
o grau de solicitacdo, influenciam na rigidez e ndo se consegue correlaciona-la de
forma analitica com os mesmos.

O diagrama tensdo-deformacdo do concreto em compressdo, obtido
experimentalmente, depende de vérios fatores, entre os principais a resisténcia do
concreto, sua idade quando do carregamenio, modo de colocagdo da carga,
duracdo do carregamento, forma da seclo transversal e posicdo da linha neutra (ref.
27). A forma desse diagrama ¢ apresentada na figura 1.4.

gc t
Ec
1

3 N |

-, — e ———

€co Ecu €c

Figura 1.4 — Diagrama tensdo-deformaciu para o coneretc em compressfo.

15



Na figura 1.4, f; e E¢ representam a resisténcia & compressdo e o mbdulo
de deformacio iongitudinal na origem, respectivamente, Observa-se pela figura que,
ap6s ultrapassada a deformacio Sgeo correspondente & tensdo fe, ocorre um alivie
de tensdo até a ruptura na deformacéo Sgy.

Experimentalmente verifica-se gue os valores Bg, Ep & Sy dependem da
propria resisténcia f, de maneira que para cada concreto em particular existe um
diagrama tensdo-deformacdo correspondente.

A grande variabilidade na forma desse diagrama impbe a necessidade de
adocdo de curvas simplificadas capazes de representar, ao menos de forma
aproximada, o comportamento do concreto, Diversos diagramas tensdo-deformacdo
para o concreto comprimide tém sido sugeridos em normas & em trabathos de
pesquisa. Assim € que a Norma Brasileira parz Projeto e Execucdo de Obras de
Concreto Armado — NBR-6118 (ref. B) adota o diagrama pardbola-retdngulo e a
norma alema DIN 1045 {ref, 20} admite, além desse, um diagrama bilinear. Desayi e
Krishnan (ref. 24) prop&em um diagrama com madulo de deformagdo na origem
prefixado, enquanto a curva de Saenz (ref. 24} permite a livre escolha do valor
desse médulo, ambos os diagramas incluindo o alivio de tensdo no concreto apos
ter-se atingido a deformacdo Cen. O CEB (ref. 12) apresenta também um diagrama
gue considera esse alivio de tensdo e permite a livre escolha do valor do modulo de
deformacdo longitudinal.

Observa-se pelo exposto que existe uma grande variedade de proposices,
desde as mais simples, como a bilinear, até equacdes sofisticadas como a do CEB.
Nesse panto, cabe zo analista definir um diagrama a ser usado, de forma a ndo
conflitar com resultados comprovados experimentalmente, mas que também seja
suficientemente simples para ndo dificultar o esquema de solucdo.

Para o ago, ao contrario do concreto em compresséo, em geral admite-se,
para carregamento monétono crescente, um comportamento elastopléstico perfei-
to. Uma outra alternativa consiste em se considerar o endurecimento, ndo havendo
maiores variacoes desses modelas.

Apesar de a resisténcia a tracdo do concreto ser pequena em relacéo a sua
resisténcia & compressdo, verifica-se experimentalmente que a mesma pode
contribuir de forma significativa no aumento da rigidez de uma peca de concreto
armado. Essa influéncia do concreto tracionazdo se mostra acentuada no estdgio
inicial do carregamento e na zona de formacg8o de fissuras (ref. 21). Na ruptura,
entretanto, tem-se verificado que a mesma ndo apresenta nenhum efeito significati-
vo, sendo, em geral, desprezada.

Na figura 1.5 apresenta-se uma barra de concreto armado soiicitada em
flexdo pura, onde se indicam duas seces fissuradas.

Observa-se pela figura gque, nas segBes fissuradas, @ tensfo na armadura
atinge um valor maximo, o qual é reduzido & medida que se afasta das mesmas.
Essa reducdo da tensdo na armadura é devida & contribuicdo do concreto tracionado
entre fissuras. Devido 3 aderéncia existente entre o concreto e as barras de ago,
ocorre uma transferéncia de tensbes entre os dois materiais, o gue origina os
diagramas da figura 1.5.

Observa-se também que ocorre uma perda local de aderéncia nas secoes
fissuradas, © gue ocasiona um escorregamento das barras de aco em relagdo ao
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concreto adjacente. O comportamento @ bastante complexo e de dificil considera-
¢ao.

Tensoes na
armadura

|-\ Tensoes de
! aderencia

W Tensaes no
concreto

Figura 1.5 — Varia¢io das tensdes de tracdo em um eiemento fissurado.

Diversos modelos tém sido propostos para se levar em conta a contribuicdo
do concreto tracionado entre fissuras. Os modelos, em geral, sdo de dois tipos
distintos.

Nos primeiros procura-se uma equagdo de equilibrio nas vizinhancas da
armadura. Considerando uma funcio empirice de distribuicdo das tensfes de
aderéncia, pode-se encontrar um valor médio para as deformactes na armadura
(refs. 13, 23, 25). Trabalha-se entdo como s todas as secoes fossern fissuradas, mas
adota-se a deformacdo média para as armaduras.

Numa sequnda classe de modelos adota-se um diagrama tensdo-deformacao
para o concreto tracionado, o gue!l considera uma perda gradual de rigidez, como
indicado na figura 1.6.
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Figura 1.6 — Diagrama tensio-deformacio para o concreto tracionadao.

Observa-se pela figura 1.6 gue, atingida a deformacdo S;; correspondente
a0 inicio da fissuracdo, as tensGes no concreto decrescem até que se anulam na
deformacio Sy

Uma grande variedade de diagramas dessa natureza termn sido apresentada
na literatura (refs. 7, 18, 19, 22}. A diferenca basica entre eles consiste nos valores
adcotados para Sgr e 4k, bem como na forma das curvas da figura 1.6.

Tendo em vista o fendmeno descrito, observa-se também que a profundi-
dade do eixo neutro € varidvel ao longo do elemento de concreto armadeo, como
indicado na figura 1.5. Assim, para facilitar a implementacio computacional de um
esquema de soluc8o, trabalha-se com um eixo neutro médig, jd que a contribuigio
do concreto entre fissuras fica inciuida em um madelo especifico. Dessa forma, em
se {ratando de concreto armado, sO faz sentido referirsse a uma curvatura média
aproximada do elemento estrutural.

CQutros fendmenos pertingntes ao c¢oncreto armado sfo 3 fluéneia e a
retracdo do concreto. A fluéncia é caracterizada pelo acréscimo das deformacoes
no concreto para uma tensdo aplicada e mantida constante. Com isso ocorre um
aumento dos deslocamentos transversais do eixo do pilar com o passar do tempo.
Assim, surge uma nova varidvel na andlise guando se estende o estudo a cargas de
longa duracde.

Na figura 1.7 apresenta-se a evolucdo das deformacdes em um elemento
de concreto submetido a uma tensdo constante o aplicada no instante tq.

Observa-se pela figura que, apesar de a tensdo ser constante, as deforma-
cdes crescem com o passar do tempo. Em um instante t a2 deformacdo total Egpt é
dada por

Ctot = Sci + Ccos {1.10}
onde £¢j € a deformacdo inicial e ©¢¢ & a deformacio de fluéncia ocorridaentre tpe f,
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Figura 1.7 — Variacio das deformac8es com o Tempo.

De uma maneira geral pode-se escrever
€ce = ¢ (t,1o) Seis {1.11}

onde y(t,ty) é o denominado coeficiente de fluéncia.

Esse coeficiente depende, além de outros fatores, da idade tg em gue o
concreto entra em carga. Ouanto mails jovem for o concreto guando da aplicacio
da carga, maior serd o valor de w(tty) e, conseqiientemente, maior serd a
deformagdo de fluéncia. Isso, evidentemente, deve ser levado em consideracio na
analise de pilares de concreto armado sob cargas de longa duracéo.

A retragdo do concreto, deformagdo ineldstica independente da tenséo, é
conseqliéncia da perda da dgua guimicamente inerta. Os seus efeitos no comporta
mento estrutural sdo semelhantes aos da fluéncia, porém em escala bem mais
reduzida.

Outro fenémeno relativo ao concreto é o denominado Efeito Riisch. Em
seu estudo, Risch constatou que a resisténcia a compress@o do concreto depende
também da velocidade com que a ruptura & alcancada (ref. 26}. Assirm, um corpo
de prova de concreto que & ensaiado da forma usual atinge a ruptura em poucos
minutos apds o inicio do carregamento e apresenta uma resisténcia superior 3 gue
seria obtida se o enszio fosse de longa duracgo. Em uma estrutura real o
carregamento ¢ aplicade durante toda a sua vida (1il, e assim torna-se necessario
levar em conta esse efeito, reduzindo a resisténciz a compressao do concreto.

Diante do que se apresentou nesta secdo, conclui-se que a analise de um
pilar esbeltc de concreto armado pode se tornar complexa e trabalhosa. A tentativa
de resolver a eguacdo diferencial (1.1}, em geral, leva a um aito trabalho numérico
que sG se torna vidvel com a utilizacio de um computador. Assim, deve-se de
imediato formular hipoteses sobre o comportamento macénico dos materiais, bem
como limitar a andlise a certas situacfies especificas. Baseando-se nas hipoteses
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admitidas, pode-se entdo escolher uma técnica numérica que permita resolver o
problema.

1.4 — Hipobteses simplificadoras

Tende em vista o anteriormente apresentado, em todo este trabalho
admitem-se as sequintes hipoteses:

Hipotese das secoes planas

Considera-se que as secdes transversais ao eixo indeformado da barra,
inicialmente planas, permanecem planas e nermais ao eixo deformado, desprezan-
do-se com isso as deformacdes por cisalhamento.

Essa hipdtese, apesar de ndo ser rigorosemente valida, é amplamente
utilizada em anélise de estruturas de concreto armado, apresentando resultados
compativeis com dados experimentais disponiveis {ref. 16).

Wy

2 s'
N
wrg v
AU -

Figura 1.8 ~ Deslocamentos
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De acorde com a figura 1.8, verifica-se gue o deslocamento longitudinal u
de um ponto A situado a uma distancia z do eixo neutro € dado por

u=—ztpld (1.12)

e lembrando que

: dw
tgf = — 1.
g - {1.13)
resulta
dw
= —g— 14
u e (1.14)
Da teoria elementar, tem-se que a deformacdo longitudinal & é
du
B e .
= T (1.15)
e substituindo (1.14) em {1.15), vem
. d*w
& =~ 3 {1.16)

Observando a equacdo (1.16}, conclui-se gue a distribuicdo de deforma-
coes, ao longo da aitura de uma secdo transversal, ¢ linear. Em outras palavras, a
deformacdo longitudinal em wuma fibra da secdo transversal €& diretamente
proporcional & sua disténcia ao eixo neutro.

Pequenos deslocamentos

Admite-se que os deslocarmentos transversais W do eixo do pilar séo
pequenos em relacdo ao seu comprimento. Com isso as rotacbes do eixo da barra
s30 pequenas em relacdo 3 unidade, ou seja

f~tgf<<1. (1.17)

De acorda com a figura 1.8, tem-se que a curvatura X do eixo deformado
da barra é
a*W

2
- s , {1.18)

L
R | faw V|3
oo (]

onde R é o raio de curvatura.

X =
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Substituindo (1.13) em (1.17), verifica-se que

aw y:
(dx) = 0, {(1.19)

de onde resulta a expressio aproximada para a curvatura, dada por

d*wW
dx}

X = (1.20}

Cargas conservativas
As cargas sdo consideradas conservativas o aplicadas monotonamente ao
elemento estrutural.

Aderéncia entre 0 aco e o concreto

Considera-se a existéncia de aderéncia perfeita entre o ago e o concreto
até a ruptura, de forma que as armaduras apresentam as mesmas deformagdes que
0 conereto que lhes é adjacente.

Concreto em tragio

Admite-se que a resisténcia a tracio do concreto ¢ nula e despreza-se
totalmente a contribuigdo do concreto tracionado entre fissuras. Dessa forma, tada
0 esforco de tragdo ¢ absorvido pelas armaduras. Essa hipotese é considerada aqui
gpenas para haver concordincia com os critérios de projeto apresentados no
capitulo 3. Nenhuma dificuldade adicional surgiria se fosse empregado um
diagrama tensdo-deformacfo para v concreto tracionado. lsso podera ser facilmente
visualizado nos capitulos sequintes.

Caoncreto em compressdo

Adota-se para o concreto em compressao o diagrama parabola-retdngulo
apresentade na figura 1.9.

As deformacGes €¢p e Sgy 550 tomadas com os valores

Cop = 0,002 (1.21)

ey = 0,0035 (1.22)
e a tensdo {7 é dada por

f‘c:ﬂ‘,’f‘c, “.23}
onde f;; € a resisténcia 3 compressio do concreto @ & é um fator menor do que 1 e
que leve em conta o Efeite Risch.

Salvo mencdo em contrario, adota-se para & o valor 0,85.
A curva da figura 1.9 tem as equages
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6
ve = ¢ [1036(; —L40— G(;?], se &g = Spg {1.24)

ge=Ff¢, s8¢ EuuE ey, , (1.25)

que sdo as equacdes constitutivas para o concreto.

o
=

Ecu €c

Figura 1.9 — Diagrama tensfo-deformagio para o concreto comprimido.

O modulo de deformacdo longitudinal na origem, E., € obtide por
derivacdo de {1.24), na forma

e 2 (g;i) = 1000 ¢, (1.26)
€c=0

Observa-se que essa expressdo fornece valores baixos para E;. Em
conseqléncia disso, é de se esperar que as deformactes obtidas sejam superiores as
determinadas experimentalmente, especialmente no estagio inicial do carregamento.

Diagramas tensdo-deformacio para os acos

Para os acos, adotam-se dois diagramas distintos, dependendo da classe
dos miesmos (ref. ).

O diagrama tensdo-deformacéo para os acos classe A é o diagrama tipico de
um material elastoplastico perfeito, como indicado na figura 1.10.

A deformacio de escoamente Ey é dada por

f
g = L
Eg

) (1.27)

onde fy e Eg s8o a tensdo de escoamento & ¢ modulo de elasticidade longitudinal,
respectivamente.
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Figura 1.10 — Diagrama tensdo-deformagio para os agos classe A

As equactes constitutivas para esses acos sdo

Us=E5 ES’ se Esge};, “.28)

Og=1y, s Ey <G < Egnyhy. (1.29)

Para a deformacdo limite Sgmiyx adota-se o valor 0,010. Admite-se ainda

um comportamento idéntico em tracdo e compressio.
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O diagrama dos acos classe B & apresentado na figura 1.11.
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Figura 1.71 — Diagrama tensdo-deformacio para os acos classe B
A deformagdo S € dada por
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(1.30)



e a tensdo de escoamento € definida como aguela gue produz uma deformacio
residual igual a 0,002,
Assim, a deformacéo de escoamento &, para esses acos € clada por

Sy = 2 + 0,002 - {1.31)

As eguacoes constitutivas sdo

o5 = BEsSg, s S5=Go; (1.32)

ST Is + i EE- - 0,7 : , se Esgﬂ_[‘sﬂEy; {1.33})
E; 45 | fy

og = fy, se Gy <G Egmix. {1.34)

Aqui também admite-se o mesmo comportamento em tracio e compressio,

Critério de ruptura

Considera-se haver ocorrido a ruptura de uma secdo transversal de
concreto armado quando a distribuicdo de deformactes ao longo da altura da secio
se enquadrar em um dos dominios da figura 1.12 {ref. 6.

Os dominios caracterizam trés tipos de ruptura:

— deformacao excessiva da armadura tracionada : 522 0,010
— esmagamento do concreto em secdes parcialmente

comprimidas © €2 0,0035
— esmagamento do concreto em secdes totalmente

comprimidas P & >20,002

2% 3,5%a
7
Z 1 2 3 4 h

4a

]
10 %0 E:'y

alongamento «—l—» encurtamento
Figura 1.12 — Dominios de dimensionamento da NBR-6118
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1.8 — Deformacdes diferidas do concreto
1.5.1 — Fluéncia segundo o CER

1.5.1.1 — Hipodteses

Apresenta-se aqui a formuiacdo para o calculo da deformacio
especifica de fluéncia do concreto, segunda o Anexo ¢ do Boletim de
Informacdo n® 124/125 do CEB/78 {ref. 12).

No dominio de utilizacdo, as deformacdes de fluéncia devidas a incremen-
105 de tensdes aplicados em instantes diferentes sdo consideradas aditivas {hiptiese
da superposicdo). Assim, a deformacio de fluéncia sob tensdoc constante é
diretamente proporcional a essa tensSo.

A deformacédo de fluéncia Egc(t,1g) é definida pela relagBo

Eecltite) = %?;*; (t,to), (1.35;

onde

€eeltitp) : deformaciio de fludncia no instante t para tensfo aplicada no
instante tg;
gy : tensdo constante aplicada no instante Lo,
Egz5 @ modulo de deformacio inicial do concreto aos 28 dias de idade:
wlt,15) : coeficiente de fluéneia.
A deformacdo total no instante t é dada por

1 ¢(tin)
(.: = +
totlt.to) ) B B . (1.36)

com E¢(1p), sendo o médulo de deformacéio inicial na idade o -
Segundo o CEB, E¢(tg) pode ser tomado igual &

Ec(to) = 1,25 Eem, (1.37)

onde Egp € o moédulo secante, determinado em funcio da resisténcia média
fem(to) do conereto na idade to, corrigida conforme a segdo 1.5.1.3.

A resisténcia média fep(ty) pode ser estimada desde que seja conhecida
numa idade qualquer, em geral aos 28 dies. Na figura 1.13 indica-se a variaco da
resisténcia do concreto com a idade. O modulo secante Fopy pode ser determinado
em funcdo da resisténeia média fomp na forma

e
Ecm = 9500 \ fcm, h’lpﬂ._ “38)
A funcao
o
Gleid & Lfo) (1.39)
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é chamada funcéo de fluéncia.
De {1.36} € {1.39) resulta que

Etotltlo) = 00 #(L,1g) (1.40)

1.5.1.2 — Coeficiente de fluéncia
O coeficiente de fluéncia o(t.ty) pode ser determinado com uma
aproximagdo suficiente por

wltto) = Palto) +ed falt — to) +or[BD — Br(t0)] (1.41)
com
futto)= 08 | 1- D] (1.42)
(;DO

onde a relacdo fe(to)/fe.., variagio da resisténcia do concreto com a idade, € dada
na figura 1.13, e

wd : coeficiente de elasticidade diferida, tomado igual & 0,4,
wf = ¢f1fy - coeficiente de plasticidade diferida;
@f; : dependents do meio ambiente (tabsla 1.1, coluna 3);
«f, : dependente da espessura ficticia hg {figurs 1.14).
A espessura ficticia é definida por

2A
ho = A vq , [1.43}

onde
A coeficiente dependente do meio ambiente [tabela 1.1, coiuna 5);
Ag : érea da seclo de concreto;
u : perimetro em contato com a atmosfera.
Além disso,
£4 :funcdo correspondente ao desenvolvimento ao [ongo do tempo da
deformacdo elastica diferida (figura 1.18);
3f : func3o correspondente ao desenvelvimento ao longo do tempo da
plasticidade diferida (figura 1.16}, dependente dz espessura
ficticia hg;
1 : idade do concreto no instante considerado, corrigida de acordo
com a secao 1.5.1.3.
tp : idade do concreto no instanie de aplcacdo da carga, corrigida de
acordo com asecdo 1.65.1.3.

1.5.1.3 — Idade corrigida

Para levar em conta os efeitos do tipo de cimento e da temperaiura
ambiente ao longo do endurecimento do concretg, se ela € sensivelmeante diferente
de 20 ©C, a idade real do concreto deve ser corrigida.
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Figura 1.13 — Variacdo ds resisténcia do conereta com a idade.
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Figura 1.14 — Influéncia da espessura ficticia.

Considerando cada periodo de tempo real Aty, sc longo do qual a
temperatura média didria se maniém constante e igual a T, a idade rea! tm €
substituida pela idade corrigida t dacda por

tm
o ;
t= — F [(T+ 10) &tm], (1.44)
30 g :
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onde
1, para os cimentos de endurecimento normal e lento;
«=+2, para os cimentos de endurecimerito répido;
3, para os cimentos de endurecimento ripido e de alta resisténcia.

T : temperatura didria do concreto em graus centigrados;
At 2 nimero de dias em que a temperatura média didria se manteve

igual a T.
“Bd”—‘fo]
10 [I ’L"
L~
4
05 A
41
(t-1p)(dios)
0
1 5 0 50 i00 5001000 10000

Figura 1.15 — Desenvolvimento ao longo do tempo da deformacin eldstica diferida.
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Figura 1.16 — Desenvolvimento ao longo do tempo da deformacio pldstics diferida.
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Tabela 1.1 — Coeficientes basicos de fluéncia e retracio

1 2 3 4 5

MEIO AMBIENTE UMIDADE | COEFICIENTES COEFICIENTE

RELATIVA| of € A
na dgua 0,8 |—0,00010 30
atmosfera muito imida 80, 1.0 | +0,00013 5
exterior, ern geral 707, 2,0 |+ 0,00032 1,5
atmosfera muito seca 407/, 3,0 | +0,00052

a) Sgy negativo — inchamento no lugar de retracao.

b) Os valores indicados para ¢f; e &g, referem-se a concretos de consisténcia
plastica. Eles devem ser reduzidos ou aumentados de 25/, caso se trate de
concretos de consisténcia firme ou mole, respectivamente.

& 652

2,0

0,90
g .0.80 0,75 —|
—00,70

hg{mm)
0O >
£50100 200 400 600 BOO 21600

Figura 1,17 — Influéncia da espessura ficticia hy na retracio.

1.5.2 — Retracdo segundo o CEB

C procedimento para o calculo da deformacio especifica de retracio
apresentado aqui também € o0 sugerido pelo CEB.
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Figura 1.18 — Desenvolvimento da retracdo ao longo do tempa.

A deformacgio relativa de retragdo gue se desenvolve num intervalo de
tempo (t — to) é dada por

Eesltto) = Eso [ﬁs(‘f) - ﬁs(to)] y (1.45)

onde
Ees (L, L) : deformacdo especifica de retragdo no intervalo de tempo t — tg;
S0 = Sgy) Syp : coeficiente bésico de retragdo, sendo;
€, : dependente do meio ambiente (tabela 1.1, coluna 4);
Cg, @ dependente da espessura ficticia ho (figura 1.17);
fs : funcdo correspondente ao desenvolvimento da retracdo ao longo
do tempo (figura 1.18);
t : idade do concreto no instante considerado, corrigida segundo a
secdo 1.5.1.3, com &= 1 em todos o5 casos;
tp :idade do concreto no instante a partir do qual a influéncia da
retracdo se faz sentir, corrigida de acordo com & secdo 1.5.1.3,
com ¢ = 1 em todos 0s casos.

1.5.3 — Expressdes analiticas

Nas secdes anteriores, apresentou-se o modelo praposto pelo CEB para a
avatiacdo das deformacdes diferidas do concreto. Para a impismentacdo computa-
cional, entretanto, é necessario ajustar funcdes analitices &s curvas das figuras 1.13 a
1.18. O prépric CEB apresenta essas funcdes no Apéndice D da ref. 14. Aqui, por
simplicidade, utilizam-se as expressdes apresentadas na ref. 27, que sdo maostradas a
seguir.

felto) _ Otolto +42)
fcm (9t0 & 40) (to F 61)

, to em dias; {1.46)
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42 +hg

oy = 0+hy ho em em; (1.47)
t— 1o+ 20 _
Balt—tg) = Tty 7 70 ° t e tg em dias; {1.48)
t* +At+ B :
Bf(t)'f‘—+é¥+_z>“ ,temdiaset>3, {1.49)

sendo

A= 4213 — 350hg? + 588hg + 113

B = 768h6? - 3060ho? + 3234hg — 23

C = — 200ho? + 13hy? + 1090hg + 183

D = 757%hq3 — 31916hg? + 35343hg + 1931

onde hg é a espessura ficticia em metros.

33+ 2h
R el 5 O -
gy = 0.8  3hy * ho em em; {1.50)

AV sl X t
(100) ‘ 40(10{]) il (ﬁ)
t

Bs(1) = s R ,temdiase t =3,
(m“ﬁ) + C (ﬁ) +D (‘ﬁ]‘) + E (1.51)

onde

= 116hg3 — 282hg? + 220he — 4.8

=2,5hy? — 8,8hq + 40,7

= —75hg? + 585hg? + 496k, - - 6,8

E = 2030ho% — 4940he? + 2880hy? — 14,8h0% + 10,7hg — 0,52

sendo hy, a espessura ficticia em metros.

1.6 — Téenicas numeéricas para andlise

Tendo em vista todos os fatores envolvidos no comportamento do
conereto armado, uma solucdo direts dz equagdo diferencial de equilibrio torna-se
invidvel. Devido a tais dificuldades, durante muito tempo o problema da
verificagdo da estabilidade de pilares esbeltos de concrete armado foi resolvido
através de férmulas emplricas, sem uma analise tedrica racional dos efsitos
ndo-lineares.

Com o advento dos computadores, um grande avanco se deu na ardlise
no-linear. Desde entdo, diversos algoritmos tém sido estudados, em geral,
utilizando uma combinacio de técnicas incrementais e iterativas para se encontrar
uma resposta completa da estrutura até a ruina.
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Diversas técnicas nurnéricas para a andlise de pilares esbeltos de concreto
armado tém sido apresentadas na literatura. A solucdo do problema pode ser
encontrada, por exemplo, através de um esguema iterativo de aproximacdes
sucessivas, fazendo uso da anzlogia de Mchr para o cdlculo dos deslocamentos
transversais do eixo do pilar (ref. 3). Devido a simplicidade do esguemna
computacional, essa técnica pode ser empregada, também, para o dimensionamento
nas situacdes usuais de projeto.

O método das diferencas finitas tem sido usado com sucesso na analise
(ref. 4). Apesar da dificuldade de generalizaco inerente & técnica de diferencas
finitas, consegue-se resolver ¢ problema para as condicdes usuais de contorno e
carregamento do pilar.

O método dos elementos finitos, por outro lado, permite facitmente a
generalizacio das situacBes de carga e condicGes de contorno (ref. 29}). Isto
justifica a grande utilizacio desse método em andlise ndo-linear de estruturas de
cancreto armado,

Nos capitulos que se seguem, apresentam-se algumas técnicas numéricas
para a analise e dimensionamento de pilares esbeltos de concrete armado. Uma
técnica de aproximactes sucessivas & empregada para a anélise e dimensionamento
de pilares sob flexdc normal composta, considerando os efeitos das deformacoes
diferidas do concreto. Os métodos das diferengas finitas e dos elementos finitos
também s8o utilizados para a analise de pilares esbeltos sob cargas de curta duragdo.
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CAPITULD 2
UM ALGORITMO PARA ANALISE

2.1 — Consideracdes gerais

A andlise de pilares esbeltos de concreto armado, cam a inclusdo das
nio-linearidades fisica e geométrica, requer um grande nimero de calculos
numéricos e s4 é vidvel através da utilizacio de computadores digitais. As
propriedades particulares do concreto, como a fissuracde, a fluéncia e a retracio,
bem como as equacles constitutivas para o concreto e o aco, nem sempre tdo
simples, aumentam a complexidade da anélise. O surgimento do tempo como uma
nova varidvel, quando se estende o estudo a cargas de longa duragdo, e a propria
caracteristica dos méiodos numéricos, iterativos e incrementais, ampliam cada vez
mais o trabaiho computacional requerido.

Neste capitulo restringe-se o estudc a pilares isostdticos, com secio
transversal possuindo um eixo de simetria coincidente com o plano da flexdo, ou
seja, analisa-se apenas o caso de flexdo normal, A seclo transversal pode, de maneira
geral, variar ao longo do eixo do pilar, e o carregamento pode ser qualguer, desde
que seja mantida a condicdo de flex&o normal. O carregamento pode variar ao longo
do tempo, porém de forma monotena, a fim de se garantir & condicBo de
carregamento estatico. A ndo-linearidade fisica da estrutura £ incluida através dos
diagramas tensdo-deformacdo nio-lineares para o a¢o @ o concrete, e a nao-lineari-
dade geométrica através de um processo iterativo de aproximacBes sucessivas,
onde em cada iteraco os deslocementos transversais do eixo do pilar sFo
atualizados.

2.2 — Relagdes momento fietor — esforco normal — curvatura
2.2.1 — SolicitacGes internas e externas

Para o cdlculo dos deslocamentos transversais do eixo do pilar, necessita-se
conhecer a curvatura X de uma sec8o transversal genérica do mesma, associada a
um esforgo normal N e a um momenteo fletor M gue solicitam a secio. Parz isto
necessitam-se conhecer as relacbes momento fletor — esforgo normal — curvatura,
abreviadamente relacdes M—N—X, para um dado tipo de secfio. A geometria da
se¢do, bermn como a dispesicdo e quantidade de armadura, sdo conhecidas “z priori™.

Deduzem-se aqui essas relactes para uma secdo de forma qualquer, porém
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apresentando um eixo de simetria coincidente com o plano de atuacdo do momento
fletor, como na figura 2.1.

A secdo em estudo possui i camadas de armadura dispostas simetricamen-
te em relacdo ao plano de atuacdo do momento fletor. As camada sio numeradas a
partir da camada mais préxima da borda tracionada pela aplicagdo exclusiva do
momento fletor. Na figura 2.1, n é a camada niais proxima da borda mais
encurtada,

dy

Figura 2.1 — Secdo transverssl de concreto armado

Com a aplicagdio do momento fletor M e do es‘orcc noims N, &
distribuicdo de deformaces na secdo ¢ a linear mostrada ne figure 2.2, onde x é a

distdncia da borda mais comprida 3 linha neutra. Convenciona-se como sendo
positivas as deformacgdes de compressio,

£2

di
=1 h

comada generica Esj

de armadura
€1

Figura 2.2 — Distribuicdo linear de deformaces na secdo transversal
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A curvatura X da secéo é dada por

EZ-—'GI

% = m 5

{2,1)

Conhecidas X e %, as deformacdes em toda a secdo ficam perfeitamente
determinadas. Na figura 2.3 mostra-se a deformacdo em uma fibra genérica situada
a uma distincia y da linha neutra,

€2

{x-h)

Figura 2.3 — Deformacdo em uma filbra genérica da secdo
Pela figura, verifica-se que
—_— e {2.2)
ou
=
B Ea S (2.3)
¥
e in*roduzindo a definicdo para a curvatura X dada em (2.1}, resulta finalments

€=Xy. (2.4)

Observa-se que a deformacdo dada por (2.4} depende de Y e x, pois
necessita-se conhecer x para se medir y a partir da linha neutra.
Para uma camada genérica de armadura {figura 2.2), a deformacio = é

Esi=X(x—dj). (2.5)
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Com as deformagCes e os diagramas tensdo-deformagdc dos materiais,
encontram-se as tensBes nas diversas fibras de concreto e nas camadas de armadura
da secdo. Integrando-se as tensdes nas 4reas correspondentes, obiém-se as
resultantes de tensBes no concreto, R, e as resultantes de tensdes nas armaduras,’
genericamente Rgj para a camada 1. Uma vez que as deformacBes dependem de x e
X, essas resultantes também sdo funcBes de x e X, ou seja

Ree = Ree (%, X); {2.8)
Rgi = Asj 05 (x, X), {2.7)
onde

Agi — drea de aco na camada genérica i,
gsi — tensdo na armadura da camada i,

Na figura 2.4 apresentam-se as resultantes de tensbes, bem como o
momento fletor M e o esforco normal N que atua no centro de gravidade da segéo
de concreto.

Rce
G
M
o h L N [N 0 ,
\\ Rsi
be (h-dj}

Figura 2.4 — Resultante de tensdes & solicitactes externas

A distdncia z da resultante de compressio no concreto 3 barda menos
comprimida da secdo também é fungdo de x e X, ou seja

z=z(x,X). {2.8)
As deformagGes da secdo, caracterizadas pelas incognitas X e X, devem ser
tais que haja equilibrio entre as solicitages ¢ os esforcos resistentes.

Aplicando as duas equagtes de equilibrio da estdtica, vem:
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a8 — soma de forcas igual a zero

i |
N-Rec(x,X) = » Asiogi(x,X)=0 (2.9)

i=:
b — soma de momentos igual a zero

n
M=Rec(x,02{,X)+ 3  Agh-dj)osi(x,X)—NC, (2.10}
i=1

As equacdes {2.9) e (2.10) constituem um sistema de duas equagdes
algébricas ndo-lineares a duas incognitas, X e X. A solucio do sistema é encontrada
iterativamente, uma vez que n3o se consegue uma expressdo analltica para as
incognitas, devido a compiexidade das functes ndo-lineares.

Para se¢des usuais, como a retangular e a circular, as equacdes (2.9} e
{2.10) podem ser colocadas em forma adimensional através da definiciio de
momento fletor e esforco normat reduzidos., No apéndice apresenta-se esse
desenvolvimenio para secdes retanglilares.

Diversos algoritmos podem ser utilizados para resolver o sistema n3o-li-
near. Apresentam-se a seguir trés algoritmos capazes de resolver o problema (ref. 3).

2.2.2 — Algoritmos para resolver o sistema de equacgdes nio-lineares

I} Algaritmo com rigidez constante

My ruptura

N =constante

>

O Xu X

Figura 2.5 -~ Relagdo momento fletor — curvatura para esfor¢o normal constante
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Para um valor fixado de x, a equacdo {2.10) relaciona diretamente o
momento fletor M com a curvatura X da seciio, na presenca ce um esforco
normal constante N. Essa relagdo entre momenta fletor e curvatura tem a forma
apresentada na figura 2.5. A relacdo é ndo-finear e a ruptura ocorre no ponto
(th MLIJ

Os trés algoritmos aqui apresentados consistem basicamente no mesmo
procedimento de solucdo, variando apenas o nGmero de iteracBes necessdrias a
convergéncia. Neles, necessita-se conhecer um valor preestabelecido da curvatura,
com o qual a equacdo (2.9) fornece a incégnita X e a equacdo (2.10) dd uma
primeira aproximacdo do momento fletor. Incrementa-se a curvatura e repete-se o
processo até ajustar a equagdo (2,10} dentro de uma ordem de precisio fixada. Com
isso, impde-se a condicdo de esfor¢o normal solicitante igual ao esforco normal
resistente por (2.9) e, analogamente, para o momento fletor por (2.10). A
condi¢io de ruptura sera verificada na secdo seguinte.

Na figura 2.6 apresenta-se a relacdo momento fletor — curvatura, onde M
¢ o' momento fletor solicitante na secio.

K

K
Ky L

M /

M2
My V

o' ¥, X%, ¥ X

v

Figura 2.6 — Algoritmo com rigidez constante
Inicializa-se o processo com a rigidez a flex8o K, da secio ndo-fissurada
de concreto armado,
n

Ki=Ecle+Es > L, (2.11)

1=1
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onde

E; — médulo de dsformacéo longitudinal do concreto, na origem do
diagrama tensdo-deformacio;

I — momento de inércia da secdo de concreto em relac&o ao baricentro
da secdo homogeneizada;

Egy — médulo de elasticidade do aco;

Isj — momento de inéreia da camada genérica i de armadura, em relacéio

ao baricentro de sec8o homogeneizada.

Com a rigidez K; determina-se a primeira aproximagdo para a curvatura X
dada por,

X, = "EK{[T , (2.12)

Conhecida X, a equacio {2.9) é uma funcio f(x) de uma (nica varidvel X,
para a qual deseja-se encontrar a raiz. Pode-se resolver esse praoblema pelc
algoritmo da bissecante, desde que se conheca um intervalo [ xi, Xg] no gual se
encantra a raiz. Na figura 2.7 apresenta-se 0 processo da bissecante, onde 1 e f5 séo
0s valores da fungdo f(x), equacio (2.8], nos extremos do intervalo,

Determina-se a primeira aproximacdo x, a partir da intersecggo da reta
que une os pontos (xj, fi) e (x5, f5) com o eixo das abcissas e calculase f; = fix; ).
Repete-se o progesso com o novo intervalo [X;, Xg] para determinar a segunda
aproximacdo x, € assim sucessivamente, até que em uma iteracio genérica j, o
valor absoluto de f] seja menor gue uma tolerncia estipulada. Adota-se o valor de
% obtido nesta iteracdo como um valor aproximado da raiz.

A
fix])
fs

v

Xs X

Figura 2.7 — Algoritmo dz bissecante
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Os limites ¥j e X5 do intervalo s3o obtidos da seguinte maneira:
Limite x;

Na determinacdo de xj, deve-se limitar a deformacfo na armadura mais

tracionada em 0,01.
X /

[dl—x]

di

o

€1

Figura 2.8 — Determinacéo de Xi

Observando a figura 2.8 e a equacdo {2.4), verifica-se que
o1 =% (dy —x). {2.13)

Impando a condicdo &, < 0,01, resulta
U Gy o B (2.14)

Dependendo do valor de X, o segundo terme da desigualdade (2.14)
pode ser negativo. Assim, o limite Xi deve ser o maior dos valores

g, - 90T
XiZ 1o X (2.15)

Limite xg

Para a determinacdo de xg, a deformacio no concreto deve ser limitada,
Podem acorrer dois casos distintos dependendo do valor da curvatura X,. No limite
entre esses dois casos, a deformacdo na borda menos comprimida da secio & nula,
isto &, limite entre os dominios 4a e 5. A situac3o é apresentada na figura 2.9.

De acordo com & figura 2.9 e a equacio (2.1), a curvatura correspondente
pode ser determinada por
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Al 0’0235 , (2.16)

3.5%e

Figura 2.9 — Limite entre os dominios 4ae 5

Entdo, se X; = xlnn deve-se limitar a deformacdo na borda mais
comprimida em 0,0035 e, se Xl < Xijm, @ deformagdo na fibra situada a 3/7 da
altura da secdo, medida a partir da borda mais comprimida da mesma, deve ser
limitada em 0,002.

Caso a) X; = Xjim

Como é mostrado na figura 2.3 e na equagio {2.4), a deformacio & na
borda mais comprimida é dada por

E?_ =X1 X . (2.‘[7}

Impondo a condicdo €, < 0,00353, resulta

0,0035
X

X == . {2.18)

Caso b} X.l < X]im

Neste caso, a deformacgdo &g na fibre a 3/7 da aliura da secdo, medids a
partir da borda mais comprimida, deve ser limitada em 0,002.
Pela figura 2.10, verifica-se que

3
¥o= X — El h 12.19)
e substituinde y em (2.4}, a deformacio g é dada por

3
€ = X Ix _711]_ (2.20)
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Fazendo €45 < 0,002 resulta

0,002
X3

-
A

3
+ T h . {2.21)

Finalmente o limite xg serd, conforme o caso;

0,0035 .

Xg= —— , se X1 = Xim:
1
{2.22)

0,002 3

Xg = v + ?h, se X; < Xlim
3h
Eo '_?_

i h L

Yo

Figura 2.10 — Deformacda g, na fibra a 3h/7 da borda mais comprimida

Encontrada a incognita x correspondente 3 primeira aproximacio X, da
curvatura, calcula-se diretamente por (2.10) o momento M; e fica determinado o
primeiro ponto na curva momento fietor — curvatura da figura 2.6.

Em seguida determina-se nova aproximacdo X; para a curvatura (figura
2.6) como

M- M,

Bz T et (2.23)

Com X, repete-se o processo para se determinar My e o segundo ponto da
curva. A convergéncia final serd satisfeita quando em uma iteragio j ficarem
atendidas as condicOes

M M < tolerdncia; {2.24)
M

,k-]_).\;_}_(u < tolerdncia. (2.25)
j

44



Esse algoritmo, em geral, requer um grande namero de iteracBes,
principalmente se o momento fletor solicitante € prdximo do momento de ruptura
da secdo. Com isto, o tempo de processamento computacional pode ser muito alto.
Dos trés algoritmos apresentados nesta secio, esse & o menos eficiente sob tal

ponto de vista, porém a convergéncia é razoavelmente segura, sem problemas de
instabilidade numérica.

1) Algoritmo com rigidez secante

O fundamento do processo é ¢ mesmo do algoritmo anterior. Incrementa-
se & curvatura da secfo, encontra-se a raiz da equacdo (2.9) e calcula-se por (2.10)
o momento fletor correspondente. A diferenca consiste no grau de avanco no
iterativo correspondente a curvatura X da secfo. A rigidez é alterada em cada

iteracdo através da secante a curva momento fletor — curvatura, como é mosirado
na figura 2.11.

MJ'! Kl Kz
M r)—-/__-
M, )
Ml%
6l Y. X, X X

Figura 2.11 — Algoritmo com niogdez secante

Inicializa-se o processo com a mesma rig.dez K. da secdo nio-fissurada,
dade por (2.11},e determina-se o primeiro pento (%. . M, ) na curva. A rigidez K,
para a proxima iteracdo serd determinada pela secarte & curva ligando a origem ao
ponto (X, ,M,), como
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M

Kg= X[

(2.26)

A curvatura X, nessa iteracdo serd dada por {2.27) e no restante o processo
¢ idéntico ao anterior.

M

by = e (2.27)

Esse algoritmo requer um menor nOmero de iteracBes que o anterior,
reduzinde com isto o tempo de processamente computacional, e n2o apresenta
problemas de instabilidade numérica. Se o momento fletor é proximo do momento
de ruptura da segdo, esse algoritmo, como o anterior, mostra-se ineficiente por
exigir um namero significativo de iteractes até a convergéncia.

1) Algoritmo com rigidez tangente

A diferenca deste parz o algoritmo de rigidez secante é gue aqui se
procura acompanhar a curve momento fletor — curvatura, determinando-se velores
aproximados da tangente 3 mesma nos diversos pontos. Na figura 2.12 encontra-se
indicada a determinacdo da rigidez 1angente.

A
M
Ki+1
M -~
M A
Mj—],'
8" X 3= Xi Xji+ % X

Figura 2.12 — Algoritmo com rigicdez tangente
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Em duas iteracies sucessivas tdm-se determinados os pontos (Xj s Ms L€
(Xj, Mj). A rigidez Kj + 1 para a iteracdo seguinte é determinada pela reta que liga esses

pontos, a qual corresponde a uma paralela & tangente & curva em um ponto
intermediério, como

M — M; .
Kj+1 = ﬁU— . {2.28)
| I
A aproximagdo seguinte para a curvatura Xj + 1, Sera

M - M:
X =X+ — 1 . 2.29
jt1 1 Kj*l { )

No restante ¢ processo é idéntico aos anteriores, apresentando, porém,
uma reducdo sensivel no nimero de iteracBes requeridas para a convergéncia. Esse
algoritmo, no entanto, apresenta problemas de instabilidade numérica quando o
momento fletor solicitante € proximo do momento de ruptura. Pode ocorrer que,
nas proximidades da ruptura, a curva momento fletor — curvatura tenda a ficar
paralela ao eixo das curvaturas e, com isto, a rigidez tangente Kj + ; calculada em
{2.28), muito proxima de zera. Resulta entdo, em (2.29}, um probiema numérico
que antes inexistia, Na figura 2.13 aprasenta-se o caso em questdo,

MA
Mu ruptura
N = constante
=
o Y 7

Figura 2,13 — Curva momento fletor — curvatura, com rigidez tangante aproximadamente nula
nas proximidades da ruptura

Para evitar o preblema numérico mencionado, basta fimitar a rigidez
Kj + 3 aum valor minimo de seguranca.
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2.2.3 — Ruptura da se¢do

Para a completa obtencdo da relacdo momento fletor — curvatura da
secdo transversal de concretu armado, é necessdrio analisd-la também na ruptura,
Interessa saber se, para umn dado par de esforgos solicitantes, a secdo entra ou nio
em ruptura. Mais precisamente, necessita-se conhecer o maior momento fletor que
se pode aplicar & secdo, na presenca de um esforco normal constante, sem violar as
condicbes de eguilibrio interno,

A secdo da figura 2.1 entrard em ruptura com infinitos pares de esforco
notmal e momento fletor. |sto pode ser visualizado através de um diagrama de
interacdo, como na figura 2.14.

Pontos situados na regido A do diagrama caracterizam uma situacdo
equilibrada entre os esforcos solicitantes e os esforcos resistentes. Pontos na regido
B representam solicitacBes &s quais a secdo ndo & capaz de suportar., A curva limite
entre essas duas regides corresponde aos infinitos pares de esforcos salicitantes que
levamn a secdo a rufna.

My 4

o

0 My

Figura 2.14 — Diagrama de interacido momento fletor — esforgo normal Oltimaos

A determinacic do momento fletor de ruina para um valor fixadeo do
esforca normal também ¢ feita airavés das eguacbes (2.9} e (2.10), com o
procedimento que se seque.

Com a equacdo {2.9), deseja-se encontrar a incognita x tal que o esforco
normal solicitante N esteja equilibrado pelo esforco normal resistente, porém na
ruptura. A ruptura se da quando as deformac@es da secZo se enguadrarem em um
dos domirntios de dimensionamento da figurz 1. 12. Como se trata de flexocompres-
sio, o dominio 1 deve ser eliminado. Entfo deseja-se encontrar a incognita X em
um dos dominios, do 2 ao b, de forma gque hajs equilibrio do esforco normal. Para
isto, pode-se utilizar o processo da bissecante, admitindo que o intervalo no gual
encontra-se a solucdo x 8 [0, w). Utiliza-se 0 algoritrno mostrado na figura 2.7. A
curvatura da secio para um dado valor de x € conhecida, pois em cada dominio
existe semipre um valor de deformacio prefixado. A curvatura X da secdo na ruptura
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depende, portanto, apenas de x. Caso a solucBo x ndo seja encontrada no processo
da bissecante, significa que a secdio ndo é capaz de absorver o esforgo normal N, o
que caracteriza a ruptura.

Encontrada a raiz x da equacio (2.2}, a equacdo (2.10) fornece
diretamente o momento fletor de ruptura My da secgo,

2.3 — Céleulo de deslocamentos em pilares de concreto armado

A andlise de um pilar de concreto armado requer o calculo dos
deslocamentas transversais do seu eixo, uma vez que esses deslocamentos alteram os
momentos fletores solicitantes nas diversas secSes do pilar e, conseqiientemente,
sua capacidade de carga. Essa alteracdo dos esforcos solicitantes em funcio dos
deslocamentos € conseqiiéncia da n3o-linearidade geométrica da estrutura. A
ndo-linearidade fisica relativa ao material concreta armado foi considerada
anteriormente quando da adocdo de diagramas tensfo-deformacio nfo-lineares
para o concreto & para o aco. Uma vez que esses diagramas s3o utilizados na
obtencio das relagdes momento fletor—estarco normai—curvatura, a ndo-linearida-
de fisica fica incluida, finalmente, nessas relacGes. Elas serdo utilizadas para o
cdleulo dos deslacamentos transversais do eixo do pilar, através de um procedimen-
to iterativo de aproximacdes sucessivas. O aumento dos momentos fletores devido
aos deslocamentos transversais exige a comparacdo dos momentos solicitantes com
0 momento de ruptura da secdo. Com issu, ficam respeitadas as deformactes
limites para o aco e para o concreto & o ctitério de ruptura, através dos dominios
de dimensionamento, O estado limite Gltimo por ruptura € caracterizado quando,
em uma secdo transversal do pilar, 0 momento fletor solicitante atinge 0 momento
de ruptura.

Na figura 2.15 mostra-se um pilar isostético sob flexo normal, submetido
a um carregamento genérico.

=
o

N
1l
¥

13

Mb

Figura 2.15 — Pilar com carregamento genérico

Para se proceder ao célculo dos deslocamentos, divide se o comprimento ¥
do pilar em um nimero n de segmentos, de comprimentos iguais ou nio, através das
n + 1 secBes transversais mostrzdas na figura 2.16-a. Uma vez que o pilar é
isostdtico, os momentos fletores e esforgos normais nas diversas secdes podem ser
obtidos diretamente, por simples aplicacdo das equacBes de equilibrio da estatica.
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Esses 530 estorcos solicitantes de primeira ordem, uma vez que sdo obtidos na
configuracdo indeformada da estrutura. Os esforcos cortantes nas diversas secoes
ndo influenciam na andlise, j4 que estdo sendo desprezadas as deformactes por
cisalhamento, Na figura 2.16-b apresenta-se o diagrama de momentos fletores de
primeira ordem, de uma forma simbéolica, para um caso geral.

3 |n N+

l |

a — seedes transversais ao eixe do pilar

-
—_—
™~

A
Veidig

Mpt 1
Mn

- Ay

Myl My

b — momentos fletores de primeaira ordem
Figura 2,16 — Secdes transversais ao eixo do pilar 8 momentos Hetores de primeira ordem

A partir dos momentos fletores de primeira ordem e esforcos normais nas
diversas secdes transversais, obtém-se as curvaturas destas secBes através das relacdes
momento fletor — esforgo normal — curvatura. Com a hipétese de pequenos
deslocamentos e a expressdo aproximada para a curvatura, equacdoc {1.20),
verifica-se gue os deslocamentos transversais W do eixo do pilar podem ser
calculados por uma dupla integragdo das curvaturas ao longo deste eixo.

Na figura 2.17, encontra-se indicadoe o diagrama de curvaturas devido aos
esforcos de primeira ordem e os deslocamentos correspondentes.

et i %

Xaf Xaf Xy W W, W . Wnyt
1 I /’—%
/N/

X4 Wl

a — curvaturas b — deslocamentos
Figura 2.17 — Curvaturas e deslocamentos devidas acs esforcos de primeira ordem
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A integracdo das curvaturas pode ser feita com o emprego da analogia de
Mohr. Inicialmente inverte-se o diagrama de curvaturas e adota-se 0 mesmo como
um carregamento ficticio. Carrega-se o pilar como indicado na figura 2.18 e o3
momentos fletores calculados para este sistema serdo os deslocamentos transversais
procurados.

Xal Xaf Xs

e o
Xn

Xne

Figura 2.18 — Carregamento ficticio da analogia de Mohr

Devido aos deslocamentos transversais nas diversas secdes do pilar, resulta
um aumento dos momentos fletores. Recalculam-se os novas momentos para esta
configuracdo deformada, os quais sdo a soma dos momentos de primeira e de
segunda ordens. Determinam-se as curvaturas para os novos momentos & procede-se
a outra integragdo para encontrar os deslocamentos, e assim sucessivamente, até a
convergéncia. A convergéncia dos deslocamentos é admitida quando em duas
iteracdes sucessi\ras]- .1 &}, & satisfeita a desigualdade (2.30) para todas as seches.

o1 i
i
W,
1
A instabilidade estrutural é detectada quando, em uma secdo de referéncia,
trés iteracOes sucessivas mostram a divergéncia dos desiocamentos, ou seja, quando
é atendida a desigualdade

< tolerdncia(iz1an+1) (2.30)

ij—wj-l

>| Wias =W | - (2.31)

A ruina po: ruptura é alcancada quando o momento solicitante em
uma secdo transversal atinge o momento Gltimo, como apresentado na secio 2.2.3.

Com esta andlise pode-se verificar se um pilar é estave! ou nio, sob a
acdo de um dado carregamento. A convergéncia dos desiocamenios indica a
estabilidade, ou, em outras palavras, o pilar resiste as cargas aplicades. A
instzbilidade estrutural cu a ruptura significam que o pilar ndo resiste ac
carregamento dado. Entretanto, ndo fica caracterizadc o carregamento de ruina do
pifar, Um procedimento incremental pode ser empresado, juntamente com essa
andlise iterativa, para se obter a curve carga-deslocamento € o carregamento de
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ruina do pilar. Divide-se o carregamento da figura 2.15 por um fator inteiro m, de
forma que todas as cargas guardem entre si a mesma relacio de proporcionalidade.

O carregamento fracionado, mostrando o perfil do carregamento real, é
apresentado na figura 2,19,

Q/m
Mo/m Pg/m Mb/m

Po jm‘eﬂ% > ;iﬂ

1I_ 4

Figura 2,19 — Perfil do carregamento

Numa primeira etapa de carga, aplica-se ao pilar, na configuragio
indeformada, o carregamento da figura 2.19, e procede-se & anilise iterativa até a
convergéncia dos deslocamentos. Numa segunda etapa de carga, aplica-se sobre o
pitar [4 deformado um incremento de carga igual a0 carregamento da figura 2.19.
Assim, nesta etapa, o pilar estard com duas vezes o carregamento da figura 2.19.
Repetese a aznadlise iterativa até a convergéncia dos deslocamentos ¢ assim
sucessivamente, até que, em determinado nivel de carga, ocorra a ruina do pilar.

2.4 — Implementacdo computacional das deformagdes diferidas do concreto
2.4.1 — Inclusdo da fluéncia

A fluéncia do concreto pode ser introduzida no algoritmo de andlise
descrito anteriormente, através de procedimentos diversos. Nesta secio apresen-
ta-se uma solucdo relativamente simples sugerida no Manual de Flambagem do
CEB {ref. 11} e utilizada pelo autor (ref. 3). A consideracio da fluéncia consiste
simplesmente em se proceder a uma alteracdo no diagrama tensfo-deformacso do
concreto, através de uma trensformacéo de razdo ¢(1,1g), paralelamente ao eixo
das deformac@es. O novo diagrama tenséio-deformacdo € mastrado na figura
2.20.

A equaclo do trecho parabélico, entre 3 origem e a deformacio
0,002 {1+ ¢), ¢é dada por

100 g, 10° €%
are) ~ a9 -

g = fsc {2.32}

onde ¢ é o valor do coeficiente de fluéneia ¢(t,tq) em um determinado instante t.
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Figura 2.20 — Diagrama tens#o-deformacéo do concrewo no tempo, Consideracio da fluéncia

Devido 3 alteragBo procedida no diagrama tensdo-deformacio do concreto,
hé a necessidade de se alterar os dominios de dimensionamento, uma vez gue as
deformacgdes Gltimas para o concreto foram modificadas pela introdugdo do fator
{1 + ¥). Os dominios modificados para a inclusio da fluéncia do concreto sio
apresentados na figura 2.21.

Com o novo diagrama tensdo-deformacdo para o concreto, funcdo do
tempo, poda-se obter, em cada instante 1, as relacbes momento fletor — esforgo
normal — curvatura para a secdo em estudo, utilizando o mesmo procedimento jd
deserito. A ruptura da secio também & determinada como anteriormente, apenas
com a utilizacdo dos dominios de dimensionamento da figura 2.21.

[~}
i_d]’} 2°foo(1+‘~P} 3.5% a(l"l-(-P’
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Figura 2.21 — Domfnios de dimensionamento no tempo. Consideragio da fludncia do
concreto



2.4.2 — Incluséo da retracdo

A retracdo € incluida no algoritmo de andlise, considerando-se que a
deformagdo total do concreto, dada por (2.4), é composta de uma parcela
mecanica, Scmec, & da deformacdo especifica de retracdo no instante em questdo. A
deformacdo mecénica sera

Semee = XY — Sedlttg). (2.33)

Com as deformacbes mecanicas e o diagrama tensdo-deformagdo para o
concreto, obtém-se, por integracio na secio transversal, a resultante de compressio
& Sua posicdo. A resultante de compressio no concreto, R, pode ser vista como
constituida de duas parcelas

Ree = Reex + Regs, {2.34)
onde

ReeX — parcela da resultante devida 3 curvatura X;

Rees — dependente de X ¢ da retraciio Ceg.

Em ambas as parcelas ficam incluidos os efeitos da fluéncia do concreto,
porém a retracéio s6 aparece em Rges. Analogamente, a posicdo da resultante é
composta de duas parcelas distintas. No apéndice, estas expressdes encontram-se
deduzidas para sec@es retangulares.

Uma vez que as relacBes momento fletar — esforco normal — curvatura
dependem da resultante de compressio no concreto e de sua posicdo, a fluéncia e a
retragdo ficam, conseqlientemente, incluidas nessas relacdes. A ruina por ruptura,
através dos dominios de dimensionamento modificados da figura 2.21, e a
instahilidade estrutural, através do céleulo de deslocarnentos baseados nas relagGes
M—N-X , englobam finalmente os efeitos da fludneia e retragdo do concreto.

2.4.3 — Historia de carga

Em uma estrutura de concreto armado, parte das cargas de servico é de
longa duracao e parte de curta duragio. A parcela de longa duragéo € constituida
pela carga permanente e por parte da carga acidental, aquela parcela da carga
acidental quase permanente. Uma histéria de carga simplificada pode ser admitida
como na figura 2.22, onde tg € o instante correspondents a0 infcio da utilizagdo da
estrutura e ty € o instante correspondente ao final das deformactes diferidas do
concreto. As cargas de longa duragfo P‘g atuam no pilar desde to até ty e, neste
instante final, aplica-se um incremento de carga 6P ao mesmo. O incremento 5P é
a parcela de curta duracdo do carregamento,



f
P | lcarga)
5p
Pg
0 to n t{tempo)

Figura 2.22 — Histdria de carga simplificada

2.4.4. — Integragdo no tempo

MNos pardagrafos anteriores, apresentou-se uma forma simples para se
considerar a fluéncia e a retragdo do cancreto nas relagdes M- -N-X e no critério de
ruptura. Para cada instante 1 especificade, obtém-se uma relacie M -N--X
diferente, uma vez que o diagrama tensdo-deformaco do cencreto € varidvel com o
tempo e a retracdo altera as deformacBes da secdo de concreto armado. Na figura
2.23 apresenta-se um conjunto de relactes M—N—X obtidas para cada instante t.

Otbserva-se, pela figura, uma diminuigdo da rigidez com o passar do
tempo. Com isto, os deslocamentos serdo incrementados, © que ird reduzir a
capacidade de carga do pilar. Para se celcular os deslocamentos transversais do eixo
do pilar e sua variaco com o tempe, procede-se como se segue, baseando-se na
historia de carga da figura 2,22,

Inicialmente carrege-se o pilar com as cargas de longa duracdo Pg, aplicadas
no instante ig. Trabalha-se com uma relagdio M—N—X de curta duracfo para o
cédlculo dos deslocamentos. Esta relagdo € obtida com a resisiéncia do conecreto na
idade tp, que pode ser avaliada a partir do conhecimento do valor da resisténcia em
uma idade gualquer, através das correlacBes apresentadas no capitulo 1. Apds a
convergéneia dos deslocamentos, em uma secdo genérica ao longe do eixo do pilar,
o momente fletor é Mg, o esforco normal Ng, a curvatura X; e o deslocamente Wq.

Divide-se o intervalo [ta.fn] em n subintervalos [tp.t: ], [ta. t2]. . . o,
[t . 1,ty]- Uma subdivisdo logaritrica pode ser usada para melhor acompanhar
o desenvolvimento do coeficiente de fluéncia no tempo. Para o instante t
obtém-se uma relaco M—N-—X com o coeficiente de fluéncia e a deformacio
especifica de retracdo correspondentes. Admite-se que, entre os instantes tg e 1,
os esforcos solicitantes e os deslocamentos n@o se aiteram. Entretanto, no
instante t;, a relagio M—-N-X ¢ alterada devido & fluéncia e a retragcdo que
ocorrem no intervalo [to,ly ]. A estrutura fica menos rigida e ndo se encontra
mais em equilibrio. Com os esforcos solicitantes cbtidos no final da andlise
iterativa realizada para o instante tg, repete-se o mesmo procedimento com a
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relagio M—N—X correspondente ao instante t, até a convergéncia dos desloca-
mentos. O momeanto fletor, o deslocamento € a curvatura, na secio em estudo,
ficam ampliados para M;, W, e X,, respectivamente. Considera-se que o esforgo
normal nio sofre alteragdo, permanecendo com o valor Ng.

MJ\

: >
0 X
Figura 2,23 — Relagbes momento fletor — curvatura, para diversos instantes

Novamente admite-se que, entre os instantes t; e t;, os esforcos
solicitantes e deslocamentos permanecem inalterados, repetindao-ée 2 anglise com
estes esforcos e as relagbes M—N—X para o instante 1. Prosseque-se assim até o
instante final ty. Na figura 2. 24 apresenta-se a variagio do momento fletor em
uma secdo genérica, através das relacBes M—N-—X para diversos instantes considera-
dos. Na figura, Mg é 0 momento fletor de primeira ordem na sec3o em estudao.

Peta figura, observa-se que, se a anilise fosse de primeira ordem, a
convergéncia, na secdo em estudo, corresponderia ac ponto A. A passagem do
ponto A ac ponto B, com o crescimento do momente fletor de M, para Mg, deve-se
4 ndo-linearidade geométrica, De f; a t; admits-se que o momento fletor
permanece constante, igual a Mg, porém ocorre um acréscimo de curvatura devido
s deformacoes diferidas do concreto, com z passagem do ponto B & posicio C. De
€ a D, o momento fletor fica aumentado pela nfo-linearidade geométrica, passando
para M;, e a curvatura para X,. Prosseguindo-se assim, as curvaturas na secio
aumentam até a convergéncia final, no instante ty, onde vale Xp.
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Figura 2,24 — VariacGo do momento fletor em uma segio genérica, devide s deformacBes
diferidas

A curvatura diferida total, devido a fluéncia 2 a retracdo entre os instantes
iy & ty, € dada por

Xdif = Xn — Xo. {2.35}

Esta curvatura, devido & fluéncia e & retracio, deve ser caleulada para todas
as seches transversais do pilar. Ela € tomada como uma curvatura residual das
secdes.

Para o estdgio final do carregamento de curta duracdo, o pilar sera
solicitado pela carga total. Trabalha-se agora com uma relagio M—N—X sem incluir
os efeitos da retragdo e da fludneia, ou seja, com a mesma relagdo M—N—X adotada
para cargas de curta duracdo, A curvatura obtida com essa relagdio M—N—X, para o
carregamento total, deve-se adicionar a curvatura diferida, X(jf, para o célculo dos
deslocamentos transversais do eixo do pilar.

Neste estagio final, pode-se ainda considerar ¢ envelhecimento do
concreto. A inclusdo do envelhecimento pode ser feita tomande diretarmente uma
resisténcia majorada ou adotande um diagrama tensioc-deformacdc medificado,
como o da figura 2.20, com a adocfo de um valor negativo para ¢ (ref. 17). O
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aumento da resisténcia do concreto com a idade pode ser obtide a partir das
relagBes apresentadas no capitulo 1.

A possibilidade de ruptura de uma secdo do pilar deve ser verificada
durante o periodo de carga permanente, entre tg e tn, € no estdgio final do
carregamento de curta duracdio. Na passagem de um instante ao seguinte, com a
queda brusca de rigidez, também deve ser verificada a ruptura, A instabilidade,
porém, 54 deve ser admitida durante o carregamento constante, ou no estégio final
de curta duragdo. O acréscimo brusco dos deslocamentos que ocorre com a
passagem de um instante ao outre ndo deve ser considerado como instabilidade
estrutural, pois na realidade a variacdo no tempo ¢ continua e n3o discreta como se
est considerando.

2.5 — Exemplos

Nesta secdo apresentam-se dois exemplos, onde se comparam as respostas
obtidas com o algoritmo de andlise desenvolvido, com resultados experimentais
encontrados par outros autores (ref. 17).

Na figura 2,25 indicam-se as caracteristicas geométricas das seches
transversais dos pilares, bem como o esquema de carga utilizado nos ensaios
(ref. 17).

Pu
L 7.6em L [
1 1 —
—_— —_—
’\/. | n27ecm
£ Ase
€
. Ase
/\ 2 £,
b o ot I 1,27cm
1,2Tcm
{ segdo transversal)
e
Figura 2,25 — Geometria e carregamento dos pilares Pu

As caracteristicas Tisicas dos materiais s3o:
— resisténcia & compressdo do concreto: fg = 24MPa;
— tensdc de escoamento do aco: fy = 316MPa, apresentande um patamar de
escoamenta definido.
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Resposta para carga de curta duragdo.

O pilar R (ref, 17) foi ensaiado aos 28 dias de idade, tendo sido alcancada
a ruina em aproximadamente 45 minutos apds o inicio do carregamento. Assim, na
andlise numérica admitiu-se um coeficiente redutor da resisténcia & compressio do
concreto, devido ao Efeito Rlsch {ref. 28), igual a 0,92.

Na figura 2.26 apresenta-se a curva carga-deslocamento obtida experimen-
talmente, bem como a curva tedrica.

Observa-se pela figura a boa concordancia entre os resultados teédricos e
experimentais, na previsdo dos deslocamentos e da carga de ruina.

Pyu=es.77
6441 —— ——1 ]
54
z
E 4
o 38
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Experimantel
———— Tedrice
18
i
/i
) 2.5 5.0 7.5 10.0

Deslocamento no meic do vao {mm]}

Figura 2.26 — Curva carga-deslocameanto para carregamento de curta duragio

Resposta para carga de longa duragio

Um pilar com as mesma caracteristicas do anterior foi ensaiado (ref. 17)
para a determinacio da curva carga-desiocamento sob carregamento de longa
durac3o, A variacio do coeficients de fluéncia no tempo, obtida experimentalmen-
te, € mostrada na figura 2.27.

A histéria de carga adotada no ensaic é a mesma da figura 2.22, com
Pg = 39,47kN e 6P = 28,95kN. Além disso, a carga de lenga duracdo foi
aplicada aos 28 dias de idade e mantida constante por um perfode de 6 messs,
apds o que o pilar foi levado a ruina,
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Figura 2,27 - Variaciio de ¥ no tempo

Para o carregamento final de curta duraco, na andlise teérica, foi
considerado o envelhecimento do concreto admitindo a deformagio associada com

uma tensdo dada, igual a (1 + 0,625¢)/(1 + ¥) vezes a correspondente deformacio

para a curva tensdo-defermacfio no instante t = 28 dias. A retragio do concreto

néo foi inclulda na analise. As respostas encontradas sdo mostradas na figura 2,28,
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Figura 2.28 — Curva carga-deslocamento para carregamento de langz duragdo

Verifica-se mais uma vez a boa concordanciza dos resultados, o gue
confirma a eficiéncia do algoritmo para a andlise de pilares esbeltos de concreto
armado sob cargas de curta e de longa duracdo.
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CAPITULO 3
DIMENSIONAMENTC DE PILARES ESBELTOS DE CONCRETO ARMADQ

3.1 - O problema do dimensionamento

0 dimensionamento de uma secdo de concreto armado submetida a uma
solicitagcdo de flexocompressgo sé pode ser realizado iterativamente, através de um
processo de aproximacgdes sucessivas, onde em cada iteragdo procura-se igualar os
esforcos solicitantes aos esforcos resistentes {refs. 15, 20, 27, 28). O processo pode
tornar-se trabalhoso e até mesmo invidvel sem a utilizagdo de um computador,
dependendo da geometria da secdo e da disposi¢do das barras da armadura. Em
geral, existe uma infinidade de solucBes que satisfazem as condicBes de equilibrio.
Para tornar a solugdo (inica, ha a necessidade de fixar de antem3o a disposicio e o
proporcionamento da armadura. Assitn € que, para © caso classico de secOes
retangulares, submetidas a flexocompressdo normal, com armaduras dispostas nos
lados do retdngulo perpendiculares ao plano de atuagdo do momento fletor,
existem infinitas solugbes com armaduras assimétricas, porém existe uma (nica
solucdo com armadura simétrica.

O problema bésico do dimensionamento, apesar das possiveis variantes de
solucdo, é um s deseja-se encontrar a quantidade de armadura com uma
disposicdo predeterminada, a ser adicionada a sec@io de concreto, de forma que os
esforgos solicitantes igualem-se aos esforgos resistentes no estado limite Gltimo.
Resolve-se o problema a partir de algum critério de ruptura da secdo de concreto
armado. O critério de ruptura adotado pela norma NBR-6118 foi apresentado no
capitulo 1, através dos dominios de dimensionamento. Dividindo-se o problema em
dois, caso de grande excentricidade e caso de pequena excentricidade {ref. 15, 20},
ou resolvendo-o através de zonas de dimensionamento (ref. 27, 28), pode-se hoje,
com a utilizacdo de um computador, dimensionar uma se¢de de concreto armado
sob {flexocompressdo normal, no estado fimite dltimo,

A dificuldade do dimensionamente fica profundamente ampliada quando
se estende tal problema a pilares. Em se tratando de pilares de conereio armado,
surge, além da ndo-linearidade fisica do material, também existente no caso de
dimensionamento de secdo, a ndo-linearidade geométrica ocasionada pelos desloca-
mentos transversais do seu eixo. Os deslocamentos aumenfam os momentos
fletores solicitantes e, com isto, a armadura necessaria para garantir o equilibrio.
Com ¢ desconhecimento da armadura, pois esta é a incoanita, os deslecarmentos ndo
podem ser calculados, uma vez que a rigidez da estrutura depende também da
mesma. Consegilentemente, ndo se conhecem os momeritos Tietores solicitantes e o
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problema fica aparentemente sem solucfio. Realmente, ndo se consegue dimensionar
um pilar de concreto armado a ndo ser por tentativas.

Assim, surgiram processos simplificados, com malor ou menor grau de
aproximacao, que eliminam as tentativas. Estes processos tratam as duas ndo-lineari-
dades de maneira independente, em geral, considerando inicialmente a ndo-lineari-
dade geométrica e, em seguida, incluindo a fisica. A diferenca bésica entre eles
consiste na forma de se incluir a ndo-linearidade geométrica no dimensionamento,
como & mostrado a sequir,

a) Processo simplificado tipo 1

Neste processo, os efeitos ndo-lineares geométricos sdo incluidas, admitin-
do-se uma deformada para o eixo do pilar. Com isto, resulta uma excentricidade
adicional que ird incrementar o moemento fletor na secdo critica, a seco mais
solicitada. Com o momento total, soma dos momentos de primeira e segunda
ordens, e com o esforgo normal, dimensiona-se a secio em flexocompressio, Esse é
o processo simplificado permitido pela NBR-6118 e pelo CEB/FIP, como se
apresenta na secio 3.4,

b) Processa simplificado tipo 2

Como alternativa ao processo anterior, pode-se admitir que o material 8
elastico linear e resolver a equagio diferencial de equilibrio para se encontrar o
momento fletor méximo que atua nas segbes ao longo do eixo do pilar. Esse
momento maximo consiste de uma majoragio do momento de primeira ordem na
secdo e, por isto, o processo é conhecido como Método do Momento Majorade.
Com o momento majorado e o esforgo normal, dimensiona-se a secio &
flexocompressdo. Essa é a sclugdo proposta pelo American Concrete Institute, ACI
{ref. 2).

A precisiio dos dois processos fica restrita a condicBes particulares de
carregamento e ao proprio valor do carregamento, Uma vez que a ndo-linearidade
geométrica ¢ incluida de forma aproximada, a imprecisZo tende a aumentar com o
aumento da esbheltez do pilar. Além disso, com a realizacio do dimensionamento 3
flexocompressdo da segdo critica, impGe-se a condicéo de rufna por ruptura, o que
pode ndo ser o caso. A comparaco desses processcs simplificados entre si e com
um algoritmo de dimensionamento adequade, baseado na andlise descrita anterior-
mente, serd apresentada ao longeo deste capftulo,

3.2 — Consideracbes para o dimensionamento

Quando se comparam solugBes numéricas com resultados obtidos experi-
mentalmente, em todas as fases da andlise, trabalha-se com os valores médios da
resisténcia & compressdo do concreto, e, e da tensdo de escoamento do ago, l'y,
como apresentado no capitulo 2.

Entretanto, na situagio de projeto, é necessirio introduzir coeficientes de
seguranca para as cargas e as resisténcias dos materiais (ref. 8). Assim, para o cilculo
dos desiocamentos transversais do eixo do piiar, a partir das curvaturas do mesmo,
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trabalha-se com a resisténcia caracteristica & compressdo do concreto, fek, € com a
tensdo de escoamento caracteristica do ago, fyk- Isso se faz porgue, como a forca
normal Pq que comprime o pilar é uma forga majorada, ou seja, Pd = yf Py, é
necessdrio que os deslocamentos transversais sejam caracteristicos, para gue o
coeficiente ¥f seja 0 mesmo para 0s momentos de primeira & segunda ordens. Para
7f adota-se o valor 1,4, conforme exige a NBR-6118,

Jé para a verificacdo da ruina por ruptura de uma secdo do pilar, adota-se
a resisténcia de célculo do concreto, {4, e a tensdo de escoamento de célculo do
ago, fyda sendo

fyk
fgs S (3.1)
¥ 15 :

também em conformidade com a NBR-6118.

3.3 — Sistematizacdo computacional para o dimensionamento
3.3.1 — Relagio carregamento de ruina-armadura

Na secdo 3.4 serfo apresentados alguns processos simplificados de
dimensionamento de pilares propostos em normas. Esses processos ndo levam em
consideragdo a andlise global da estabilidade do pilar, através da inclusio
simultdnea das ndo-linearidades fisica e geométrica. As duas nio-linearidades sdo
inclufdas de forma separada, e a solucdo encontrada pode dispersar muito da
tegricamente exata, obtida através da analise descrita no capitulo 2.

Para se efetuar o dimensionamento de um pilar de concreto armado
baseada nessa andlise, é necessdria 2 determinacgdo da relagdo entre ¢ carregamento
de ruina do pilar e a quantidade de armadura do mesmo (ref. 3).
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Figura 3.1 — Situacio de cilculo para o pifar
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Ma figura 3.1 apresenta-se um pilar birrotulado com o carregamento die
projeto, para o qual deseja-se proceder ao dimensionamento. Admite-se ainda que &
secd0 transversai é constante ao longe do eixo do piiar, inclusive a armadura, &
forma da secdo transversai e a disposicdio da armadura sdo conhecidas “a priori™,
Pode-se entdo determinar a relacio entre o carregamento de ruina e a armadurs
existente em uma sec¢do transversal do pilar,

Iniciaimente admite-se a se¢do sem armadura alguma, isto é, que o pilar
seja de concreto simples. Escolhe-se um pardametro inteiro m maior do que 1 &
determina-se o perfil do carregamente, representade peio momento fletor myg e
pela forca normal pq, apiicados nos apoios, tais gue

M,
mpg = md :
(3.2}
Pa
pd - —ﬁ:l—- B

Conhecido o perfil do carregamento, procede-se a uma anélise incremental
come a descrita no capitulo anterior, de forma que, numa etapa genérica de carga, j,
o carregamento atuante no pifar consiste do momento Mi e da forca ‘norma! P‘i’
aplicados nos apoios e dados por ’ ’

Mi = jmgd; (3.3,
Py = jpc. (3.4

Com o momento M: e o forca norma ¥, regi’ze-se z andiise atd s

_J
convergéncia dos desiocamentos. incremenia-se ¢ carregaments 2 repete-se o
, DOr ruptura

e CREOs Do

ou por instabilidade, com o momento My e ¢ foros norme.

Mio = kooud; {3.5]
Pio = kopd. {3.81

Determinou-se assim ¢ carregamento de ruing, representado por Mio e
Pl o, para o pilar sem armadura e um primeiro ponto na curve dz figura 3.2,

Para a determinacdo do prioximo ponto da curve, arbizra-ge um valor
Ag- para a guantidade de armadurz nas segOes transversais & re -58 0 DrOCesss
a pcorréncia da ruina na etapa de carga k,, com ¢ mome -+ @ a forga
e P . Novos pontos sie encontrados, analogamernic, Doz se obier a curva
HEeh
7 omesmo procedimento pode ser adotado parg um oz submetido a um
onin genérico, desde gue seia mantide o perfii ¢o carregamsnio de projeto.
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M P A /
Mkz.sz
Mgy, Pky
Mg, Pko J
B Asy Asz As

Figura 3.2 — Curva carregamento de ruina-armadura para o pilar

Na figura 3.3 apresentam-se algumas curvas obtidas para um pilar
birrotulado com o carregamento da figura 3.1. A secdo transversal € constante ao
longo do eixo do pilar, inclusive a armadura, e tem a forma indicada na propria
figura. Os pardmetros adimensionais empregados sdo definidos pelas expressdes
(3.7} a (3.11).

wit]

h

WVIpli ACO CA 504 @010
1.0 — =

.¢d‘

S
AL

Ag
L]

0.6 / / N g
/ b

+—

Q0 0208023 .5 064 C.B9 1.0 1,26 &7 w

Figura 3.3 — Curvas carregamento de ruina-armadura para diferentes indices de esbeltez
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Pq

v m {3.7)

p= 5:{:$S_Mb‘ 32 " (3.8)

a= g, (3.9)

g = i_ (3.10)

= ﬁ fy_d (3.11)
bd fed

3.3.2 — Dimensionamento baseado no desequilibrio

Conhecida a curva carregamento de ruina-armadura para o pilar, o seu
dimensionamento & imediato. De fato, a solucdo para o problema do dimensiona-
mento consiste em um ponto da curva, uma vez que o mesmo deve ser feito
impondo a condicdo de ruina do pilar sob o carregamento de projeto. O
carregamento de projeto 8, portanto, um carregamento de ruina para o pilar. Para o
pilar birrotulado da figura 3.1, a armadura procurada Ag & a indicada na figura 3.4
e corresponde ao carregamento de ruina M, d e Pg.

M, P A
Mds Pds /?
Mdk,Pgk /
Ak
Mid,Pd 1 i
Mai, Pdi 7
L’
¥ r >
Asi Ag Ask Ass As

Figura 3.4 — Curva carregamento de ruina-armadura com desequilibrio Ak para a armadura Agy
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Para uma quantidade de armadura genérica Agk, o carregamento de ruina
é representade pelo momeanto Mdk e pela forga normal Pgk. O desequilibrio
relativo Ak, entre esse carregamento e o de projeto, é dado por (3.12} ou {3.13),
uma vez que a curva foi obtida mantendo-se 0s incrementos de carga inalterados.

_ Mg, M;d
5k = o (3.12)
_ Pak—Pd

A soluciio procurads é aquela que torna nulo o desequilibrio .

A fim de minimizar o nimero de pontos a serem determinados na curva e
sistematizar a procura do ponto gue constitui a solugdo, pode-se empregar o
processo da bissecante. Para isso € necessdrio encontrar um intervalo [Agj Agg| de
tal forma que a solucdo Ag se encontre dentro do mesmo. Para o limite inferior Agj
do intervalo, pode-se adotar simplesmente Agj = 0. Também, para reduzir o nimero
de iteracBes, pode-se realizar um dimensionamento & flexocompressio com o
momento M;d e a forca normal Py, para encontrar Ag. Em qualquer das duas
alternativas, a solucdo Ag serd maior, ou eventualmente igual a Agj. Para Agg, hd @
necessidade de se adotar um valor suficientemente grande, capaz de garantir que a
solucdo Ay seja menor que o mesmo. Nos casos usuais de pilares de segdo transversal
constante, pode-se empregar um dos processos simplificados da secdo 3.4 para a
determinaciio de Ags. Entretanto, hd a necessidade de se testar o sinal do
desequilibrio &g, uma vez que ndo se sabe, a principio, se 1ais Processos resultardo
em uma solucdo a favor da sequranga. Em caso contrério, ou seja, se o desequilibrio
8¢ for negativo, incrementa-se a armadura até que fique definido o fimite superior
Ags. Calculam-se finalmente os desequilibrios 51 e 85 por (3.14) e (3.15) e
podem-se realizar as iteragOes do processo da bissecante, como na figura 3.5.

O A
Os
Asi Asy Asz .
o &2 Ass As
(a3}
&i

Figura 3.5 — Processo da bissecante para anular o deseguslibnio
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. Mg --M,d Pai — Pq
01 = M d =~ pd (3.14)

Mgs —Mid _ Pgs -Pg
M d ol (3.15)

o8 =

A convergéncia do processo serd satisfeita quando, numa iteracio genérica
i, resuttar 18j1 = tolerdncia preestabelecida.

A sclucdo obtida por este procedimento é relativamente precisa, pois na
convergénela tem-se o carregarmento de projeto tendendo para o carregamento de
ruina do pilar, como é desejado. Entretanto, é uma solugio extremamente
trabalhosa do ponto de vista computacional, pois para cada aproximacgo da
armadura deve-se determinar toda & resposta do pilar através do procedimento
incremental, para se encontrar o carregamento de ruina. Por outro lado, o ndmero
de iteracBes necessarias para a convergéncia do processo da bissecante ¢ dependente
do tamanho do intervalo [Ag, Agl gue se escolhe. Quanto menor esse intervalo,
mais rdpida se dd a convergéncia. Para pilares de seco transversal constante,
utilizendo-se a determinacdo de Ay e Ags sugerida anteriormente, consegue-se a
cenvergéncia com um nOmero de iteracBes relativamente pequeno. Para pilares de
secdo retangular, como a da figura 3.3 e com o carregamento da figura 3.1, em
geral a convergéncia se dé na primeira iteragdo ou no méximo na terceira, para uma
precisdo da ordem de 17, , Assim, necessita-se fazer apenas 3 andlises para a
determinacdo do desequilibrio, ou no méximo 5.

Mesmo assim, o tempo de processamento computacional requerido é
relativamente atto. A inciusdo da fludncia e da retracio do concreto aumenta
muito esse tempo e a tentativa de se confeccionar tabelas adequadas de
dimensionamento se vé fracassada. Entretanto, & um processo rigoroso do ponto de
vista conceitual e deve ser usado em casos especiais onde o risco de ruina do pilar
seja alto. Também serve de base pars a zafericBo dos processos simplificados
propostos em normas e mesmo de ouiros que, apesar de baseados numa analise
ndo-linear realistica, sdo conceitualmente menos precisos. Este 6 o caso do processo
alternativo apresentado a seguir.

3.3.3. — Processo alternativo de dimensionamento

Para evitar o inconveniente do processo anterior, apresenta-se uma
solucdo alternativa que, apesar de conceitualmente menos exate, tem sua precisdo
constatada numericamente através de vdrios exemplos (ref. 3}.

Nesse precedimento ndo se determina o valor correto do desequilibrio para
a realizacdo do processo da bissecante e sim arbitra-se um valor para o mesmo.
Com isso ndo hi a necessidade de se determinar todz a resposta do pilar para
encontrar o carregamento de ruina. Interessa aqui simplesmente saber se o pilar
com uma dada armadura resiste ou ndo ao carregamento de projeto. Realiza-se
entdo a andlise do capitulo 2 com o carregamento total de projeto e ndo mais
através do procedimento incremental. Se ngo ccorrer a rufna, ou seja, se o pilar com
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uma dada armadura resistir ao carregamento de projeto, significa que o desequili-
brio é positivo e, em caso contrario, é negativo. Adota-se para o desequilibrio um
valor prefixado § gualquer, que serd positivo ou negativo, dependendo da situagdo.
Assim, em cada iteragBo no processo da bissecante tern-se uma disposicdo para o
desequillbrio nos extremos do intervalo, conforme figura 3.6. Com isso, a
aproximacdio da armadura para uma determinada iteracio serd o ponto médio do
intervalo da iteragio anterior.

(] JP
&
Agj Asy
Asg As
-5

Figura 3.6 — Determinacdo da primeira aproximacédo da armadura Agy

De acordo com a figura 3.6, a primeira aproximacio Ag, para a armadura
é dada por

,'_A
s ﬂz_ﬁ , (3.16)

Repete-se a andlise com o carregamento total de projeto e com a
armadura Ag, e adota-se o valor - § ou + & para o desequilibrio correspondente, se
a rufna ocorre ou ndo, respectivamente, Obtém-se uma seqliéncia de valores Ags,
Asy, Ass, . . ., Asn, que se aproximam cada vez mais da solucdo, uma vez que, em
cada iteracdo, o tamanho do intervalo onde se encontra a raiz ¢ reduzido. A
convergencia ¢ admitida quando, em uma iteracdo genérica , a desigualdade {3.17)
for satisfeita.

lAgn — Agp - 1|

L. < tolerdncia . (3.17)
Agn -1

Na convergéncia ndo se conhece o valor real do desequilibrio, porém
garante-se que o erro cometido & pequeno. De fato, pela figura 3.7, se Agy - 5,
Agn . 1, e Agp s80 trés velores sucessivos da seqiiénaiz obtida, 2 solucdo real
necessariamente encontra-se no intervalo [Agn - ». Agp - |
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Figura 3.7 - Verificagio da convergéncia do processo

Na convergéncia, se ¢ é a toierancia estipulada, tem-se que

Bon —Asn-db (3.18)
Asn -1 ’
ou, pela figura 3.7,
X
<o . 3.19
Asn -1 . | )

Também pode-se ver gque

Asn-s =As-ol X 5, Asmer (3.20)
Agn-2 Agn -2 -2

De (3.20) conclui-se que

lAgn -1 — Asn -2} cd

5 3.21
A 1 { )

De (3.21) verifica-se que, se « Tor um valor suficientemente pequeno, para
qualguer valor de Ag dentro do intervalo fAgn .- 2, Asn - 1], 0 erro serd também
pequeno. Em particular, adota-se o valor de Ag como solugo do problema,

0 tempc de processamento requericlo para se encontrar a solucdo ¢
sensivelmente menor que no processo anterior. Para pilares de secdo retangular,
como a da figura 3.3, & com o carregamento da figura 3.1, encontrou-se uma
reducdo média do tempo de processamento da ordem de 15 vezes, deste processo
para o anterior {ref. 3).

3.3.4 — Exemplos experimentais

3.3.4.1 — Pilares sob cargas de curta duragao

Os exemplos apresentados nesta secdo constituem uma série de 17 pilares
que foram ensaiados até a ruina {ref. 17), com valores do indice de esbeltez X de 83
e 125,

Os pilares tém secdio transversal constante ac longo de todo o seu
comprimento, inclusive a armadura {figura 3.8), e foram levados & ruina em
aproximadamente 45 minutos apds o inicio do ensaio, aos 28 dias de idade. Na
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andlise, admitiu-se um coeficiente redutor da resisténcia & compressido do concreto,
devido ao Efeito Risch, igual a 0,92, Os ensaios foram realizados com velocidade
de deformacdo controlada.

Pu
"“_ '
L 7.6 cm L
1 1
T 1,27 em
E A ;
se e
© £ L
" Ase
® ® 1 1,27 cm
- o
1,27 ¢m
o
{se¢do transversal)
Pu

Figura 3.8 — Geometria e carregamento dos pilares

Para a determinagio da resisténcia 3 compressio do concreto, foram
ensaiados dois corpos de prova, Um primeiro corpe de prova é o cilindro de 15cm
de didmetro e 30cm de altura, padrdo da AssociacZo Brasileira de Normas Técnicas,
ABNT. A resisténcia obtida neste corpo de prova denomina-se fe. Um segundo
corpo de prova tem & mesma secdo transversal dos pifares e altura iqual a trés vezes
o lado da secdo. A resisténcia obtida neste corpo de prova denoming-se f
resisténcias obtidas para os dois corpos d