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APRESENTACAO

Este Curso de Concreto Armado ¢ dirigido aos estudantes de
graduacao e pos-graduagdo em Engenharia Civil, bem como aos pro-
fissionais ligados a area de projeto estrutural. Para uma melhor
apresentagdo, a obra foi dividida em quatro volumes, com uma
sequéncia que nos parece apropriada do ponto de vista didatico.

Nao ¢ nossa intengdo abordar todos os aspectos relativos ao
tema, o que seria impraticavel em virtude de sua abrangéncia. Nosso
unico objetivo € apresentar um curso completo e atualizado sobre os
métodos de célculo das estruturas usuais de concreto armado. Em
particular, o Curso ¢ dedicado ao projeto das estruturas dos edificios.

Nesta quinta edicdo de Curso de Concreto Armado, fizemos
diversas alteracdes para acompanhar as atualizacdes introduzidas
pelas normas NBR-6120 de 2019 e NBR-6118 de 2023. A norma
NBR-6120/2019 alterou diversos valores referentes as cargas a serem
consideradas nos edificios, especialmente em relacdo as cargas
variaveis.

A nova NBR-6118/2023 também introduziu modifica¢des em
alguns aspectos do projeto, com destaque para os diagramas tensdo-
deformacdo do concreto: diagrama parabola-retangulo e diagrama
retangular. Esses diagramas foram alterados para acompanhar os
novos diagramas constantes no projeto de revisdo do Eurocode 2.
Entretanto, a adaptagdo foi feita de maneira equivocada, o que pode
levar a resultados totalmente inconsistentes, especialmente no
dimensionamento dos pilares. Esse problema ¢ mostrado em detalhes
no capitulo 4 do Volume 1 e no capitulo 2 do Volume 3. Por isso,
recomendamos manter o procedimento de dimensionamento a flexao
simples e composta da NBR-6118/2014, enquanto se aguarda uma
Emenda da NBR-6118/2023 corrigindo esse equivoco.

José Milton
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Capitulo 1

INTRODUCAO AO CALCULO DAS LAJES
MACICAS DE CONCRETO ARMADO

1.1 - Tipos usuais de lajes dos edificios

As lajes s@o os elementos estruturais que t€m a fungdo basica
de receber as cargas de utilizagdo das edificagdes, aplicadas nos pi-
sos, e transmiti-las as vigas. As vigas transmitem as cargas aos pila-
res e, a partir destes, o carregamento ¢ transferido para as fundagoes.
Apesar de haver outras possibilidades de concepgao, este € o modelo
estrutural basico das edificagdes.

As lajes também servem para distribuir as agdes horizontais
entre os elementos estruturais de contraventamento, além de funcio-
narem como mesas de compressao das vigas T.

As lajes sdo elementos bidimensionais planos, cuja espessura
h ¢ bem inferior as outras duas dimensdes (/,,/ 1), € sdo solicitadas,

predominantemente, por cargas perpendiculares ao seu plano médio,
conforme indicado na Fig. 1.1.1.

+h /
1
= Ay
k s ;

Fig. 1.1.1 - Carregamento das lajes



2 Curso de Concreto Armado

Os pisos das edificagdes podem ser executados com diferentes
tipos de lajes, como as lajes macigas, as lajes nervuradas, as lajes
cogumelo, além de diversos tipos de lajes pré-moldadas. A definigdo
do tipo de laje a ser utilizado depende de consideracdes econdmicas
e de seguranca, sendo uma funcdo do projeto arquitetonico em anali-
se.

As lajes macigas sdo placas de espessura uniforme, apoiadas
ao longo do seu contorno. Os apoios podem ser constituidos por vi-
gas ou por alvenarias, sendo este o tipo de laje predominante nos
edificios residenciais onde os vaos sdo relativamente pequenos.

Nota-se que o termo "laje" ¢ empregado para designar as "pla-
cas" de concreto armado. Esses dois termos s@o utilizados indistin-
tamente ao longo deste livro.

Na Fig. 1.1.2, representa-se um corte em um piso de concreto
armado constituido por laje macica apoiada em vigas.

Laje

Vigas

Fig. 1.1.2 - Laje maciga

As lajes nervuradas sdo empregadas para vencer grandes vaos,
geralmente superiores a 8 m, sendo constituidas por nervuras, onde
sdo colocadas as armaduras longitudinais de tragdo. Dessa maneira,
consegue-se uma reducdo do peso proprio da laje, ja que se elimina
uma parte do concreto que ficaria na zona tracionada, caso fosse ado-
tada a solucdo em laje macica. Neste caso, as nervuras ficam aparen-
tes, a menos que a face inferior da laje seja revestida com um forro.
Alternativamente, o espaco entre as nervuras pode ser preenchido
com algum material inerte de baixo peso especifico, para tornar plana
a superficie inferior da laje. As duas solugdes sdo representadas na
Fig. 1.1.3.

Lajes cogumelo sao lajes apoiadas diretamente em pilares, re-
sultando um piso sem vigas. Nessas lajes, o topo do pilar possui um
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aumento de se¢@o, denominado capitel, para aumentar a resisténcia a
puncdo da laje. Quando o capitel ndo esta presente, a laje ¢ denomi-
nada de laje lisa. Essas duas situagdes sao indicadas na Fig. 1.1.4.

siminil

nervuras material
aparentes inerte

Fig. 1.1.3 - Lajes nervuradas

Laje
Laje cogumelo Laje lisa
K N
l ]
capitel
|
pilar
Com capitel Sem capitel

Fig. 1.1.4 - Laje cogumelo e laje lisa

Neste Volume 2, sdo consideradas apenas as lajes macigas dos
edificios. Os procedimentos de calculo das lajes nervuradas, das lajes
cogumelo e das lajes lisas sdo abordados no Volume 4.

1.2 - Vaos tedricos das lajes
Vio tedrico ou vdo de célculo, / , é a distincia entre os centros

dos apoios. Nas lajes em balanco, o comprimento tedrico € o com-
primento da extremidade livre até o centro do apoio. Entretanto, de
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mentos fletores nas duas direcdes sdo importantes e devem ser calcu-
lados. Para cada um deles, deve-se realizar o dimensionamento e
dispor as armaduras nas dire¢des correspondentes, conforme mostra-
do na Fig. 1.3.2.

= IX

<2

Ao ly

ly Asx € Agy sG0
Asy calculadas

Ix

Fig. 1.3.2 - Laje armada em cruz (apoios rigidos)

2) Lajes armadas em uma diregio

As lajes armadas em uma direcdo sdo aquelas em que a relagao
entre os vaos ¢ superior a 2. Nesses casos, 0 momento fletor na dire-
cdo do va@o maior ¢ pequeno e ndo necessita ser calculado, bastando
adotar uma armadura de distribui¢ao segundo essa diregdo.

Observa-se que, mesmo neste caso, a laje sera armada nas duas
direcdes. A diferenca € que uma das armaduras ¢ calculada e a outra
(na dire¢do do vao maior) € arbitrada. Assim, a rigor, o que se tem ¢
uma laje calculada em uma direcdo. Entretanto, a denominagao ante-
rior ja esta consagrada [2,3] e, por isso, serda mantida aqui.

Na Fig. 1.3.3, indica-se uma laje armada em uma dire¢ao, jun-
tamente com a disposi¢do das armaduras.

A rigor, essas consideragdes somente sdo verdadeiras para
lajes apoiadas em apoios rigidos. Se a laje estiver apoiada em vigas
flexiveis, como ocorre usualmente nos edificios residenciais e de
escritorios, a distribuicdo dos momentos fletores na laje depende da
rigidez das vigas de apoio. Em alguns casos, o maior momento fletor
na laje pode ocorrer segundo a dire¢do do vao maior. Em outros, os
dois momentos fletores podem ser da mesma ordem de grandeza,
apesar de os vaos da laje serem muito diferentes. Logo, deve-se ter
em mente que essa classificagcdo das lajes pressupde que as mesmas
estejam apoiadas em apoios rigidos ou quase rigidos.
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caso 1 - f/ -~ _

caso 3

Fig. 1.5.4 — Momento total nas lajes, segundo a dire¢do x

Entretanto, se as vigas V1 e V2 existirem, ¢ usual considerar
algum carregamento para o dimensionamento das mesmas. Assim, as

reagdes de apoio R, , nos lados menores das lajes armadas em uma

dire¢do, podem ser avaliadas como

pl
R, = 4x (1.5.8)
para todos os casos da Fig. 1.5.1.
A reagdo R, considerada como uma carga uniformemente

distribuida sobre as vigas de apoio, pode ser ignorada para o calculo
dos pilares, pois ela representa uma carga adicional.

Deve ser salientado que o procedimento sugerido pode ser
empregado para lajes apoiadas em vigas rigidas e em vigas flexiveis.
Se as vigas forem rigidas, as reacdes de apoio ndo serdo uniformes,
mas o equilibrio do pavimento fica garantido, como foi demonstrado.

No caso de lajes sobre apoios rigidos, também se pode lancar
mao da teoria das linhas de ruptura para o calculo das reacgdes de
apoio. Os principios basicos dessa teoria sdo apresentados no capitu-
lo 3, sendo aqui apenas indicado o esquema de distribuicdo das car-
gas da laje para os apoios.

De acordo com essa teoria, no momento da ruptura a laje fica
dividida em dois trapézios e dois tridngulos, como indicado na Fig.
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1.5.5 para o caso 1. Esses quatro pedagos da laje ficam pendurados
nas vigas de borda, como se fossem quatro lajes em balango. As rea-
¢oes de apoio também apresentam variagdes trapezoidais e triangula-
res, como esta representado na Fig. 1.5.5.

0 _ —a
uzI NSEY
A /

A |
| |
| |

% :

}_
< — 10
e

/

/

Reacdes R,

Caso 1

Reacdes Ry

Fig. 1.5.5 - Reagoes de apoio segundo a teoria das linhas de ruptura

No caso das lajes armadas segundo a direcdo x (l y > 21 x), a
laje sozinha resiste a0 momento total M, .., 0 que ja se compro-

vou. Neste caso, a forma como se consideram as reagdes R, distri-

buidas sobre os lados menores ndo tem importancia. Assim, pode-se
considerar a reagdo uniforme R, , cujo valor ¢ dado na equagdo

(1.5.8).

Entretanto, o momento total M deve ser resistido, quase

y,tot
que exclusivamente, pelas vigas da dire¢do y. Isto é necessario por-
que a laje terd uma armadura reduzida segundo a dire¢do y, a deno-
minada armadura de distribui¢do. Neste caso, as vigas da dire¢ao y
devem ser calculadas considerando a carga trapezoidal indicada na

Fig. 1.5.5. Se for considerada a carga uniforme Ryu , como ¢ usual
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onde P, ¢ o peso de 1 m de parede, dado na equagdo (1.7.2).

Além disso, deve-se prever uma armadura transversal adicio-
nal para 0 momento transversal M, o qual, em /, /2, & aproxima-
damente igual a M . Essa armadura deve ser disposta em todo o
vdo, podendo ter um comprimento de 0,6/,. Assim, na regido da

parede deve ser disposta uma armadura adicional, em malha, para o
momento dado na equagao (1.7.3).

Na Fig. 1.7.6, indica-se a faixa de refor¢o e a distribuicdo da
armadura [5].

=
Faixa
reforcada
4
5 /2 0,6l
& s g X
A I>/2
>

LT

Fig. 1.7.6 - Distribui¢cdo da armadura de reforco

B) Cargas variaveis

As cargas variaveis sdo aquelas que atuam nas estruturas das
edificagdes em fun¢do do seu uso. As cargas verticais que se consi-
deram atuando nos pisos das edifica¢des referem-se ao peso de pes-
soas, moveis, utensilios e veiculos, além daquelas que se aplicam em
carater especial, sendo supostas uniformemente distribuidas. Os valo-
res minimos dessas cargas sdo fornecidos na NBR-6120 e constam
na Tabela A1.2 do Apéndice 1.



Capitulo 2

TEORIA DE FLEXAO DE PLACAS

2.1 - Algumas relacdes da teoria da elasticidade

Antes de demonstrar a equacdo de equilibrio das placas, €
conveniente apresentar algumas importantes relacdes da teoria da
elasticidade [6]. Essas relagdes sdo apresentadas para um corpo tri-
dimensional, submetido as acdes externas. Posteriormente, elas sdo
particularizadas para as placas finas. Apenas o caso de deformagdes
infinitesimais ¢ considerado.

Para descrever o estado tridimensional de tensdes em um cor-
po, considera-se o elemento infinitesimal em forma de um paralele-
pipedo de dimensdes dx, dy, dz, cujas faces sdo paralelas aos
planos de coordenadas, como representado na Fig. 2.1.1. Nessa figu-
ra, sdo indicadas as componentes das tensdes nas trés faces visiveis
do elemento.

ZT dx

O,
dy Tox
Tyz
Ty
—» O,
—>
T TX X
dz vz y
Tyx

v o ¥

Fig. 2.1.1 - Tensoes em um elemento tridimensional
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As componentes das tensdes normais nas direcdes x, y e z

sdo designadas por o, 0, € O, respectivamente. As tensoes tan-

x> 2y

genciais, 7, sdo identificadas através de dois indices. O primeiro
indice refere-se a direcdo da normal a superficie onde atua a tensdo,
enquanto o segundo indice indica a dire¢do da tensdo. Por exemplo, a
componente 7,, tem a dire¢do do eixo y e atua na face cuja normal

tem a diregdo x. Todas as componentes das tensdes sdo considera-
das positivas quando atuarem na dire¢@o positiva do sistema de eixos
de coordenadas.

O estado de tensdes em um ponto do corpo ¢ definido pelas
nove componentes do tensor de tensdes, dado por

Ox 2-xy Tz
O=|7, 0, T, (2.1.1)
Tzx sz O;

Uma vez que o tensor de tensdes ¢ simétrico, resulta

Tay =Tyx 3 Txy =Tz 5Ty =Ty (2.1.2)

que ¢ a denominada lei da reciprocidade das tensdes de cisalhamento.
Os deslocamentos de um ponto genérico do corpo sdo desig-
nados por suas componentes u#, v € w, segundo as direcdes x, y e

z, respectivamente. Para relacionar os deslocamentos com as de-
formagdes, considera-se a Fig. 2.1.2, onde se apresenta apenas a pro-
jecdo do elemento tridimensional no plano x—y .

Em decorréncia das tensdes tangenciais, as faces do elemento
sofrem rotagdes. A face AB sofre uma rotagdo y;, passando para a
posicdo A'B'. A face AC sofre uma rota¢do y,, passando para a po-
sicdo A'C'. Além disso, as dimensdes iniciais do elemento, dx e dy,

ficam alteradas por causa das tensdes normais.
O comprimento dx’ da projecdo de A'B' sobre o eixo x ¢
igual a

dx' = (1+u,, )dx (2.1.3)

onde
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o

hox = ox

(2.1.4)

Por definicdo, a deformacdo normal na direcdo x € igual a

dx'—dx O
g = X U 2.1.5)
dx ox
A deformagdo por corte y,, ¢ igual a distor¢éo do elemento,
dada por

7xy:71+7/2:V9x+uay (2.1.6)
A equacdo (2.1.6) € escrita na forma
ov  ou
= +

=—t— 2.1.7
ox Oy ( )

}/xy

quando se emprega a notacdo classica para as derivadas parciais.

Yy 4

Fig. 2.1.2 - Deformagoes do elemento no plano x-y

Considerando as trés componentes de deslocamentos, obtém-
se as seguintes relacdes deformagdes-deslocamentos:
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A .
»

le a N X
IY 4

Fig. 2.4.3 — Carregamento nas vigas de apoio da placa

As expressdes das reagdes de apoio R e Ry , bem como das

forgas R, concentradas nos cantos, podem ser facilmente obtidas

empregando-se a solucdo de Navier.
Com a distribui¢do do carregamento indicado na Fig. 2.4.3,

podem-se determinar os momentos fletores maximos M, e M,,

nas vigas das diregdes x e y, respectivamente. Essas vigas sdo consi-
deradas simplesmente apoiadas nos pilares situados nos cantos da
laje.

Substituindo x = a/2 na expressdo do momento fletor M .,

dada em (2.4.5), obtém-se a fungdo M, (y), que fornece a variagdo
do momento fletor M , ao longo do vdo b, no centro da laje. Inte-

grando M | (y) de 0 a b, obtém-se 0 momento total na laje M,
segundo a direcdo x. De forma andloga, pode-se obter o momento
total na laje M, segundo a diregdo y.

Pode-se comprovar que

2 2
a b
Mlx+2va:pb? 5 Mly+2ny=pa? (2411)
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M0 =My, +2M,, =12,28+2x5,11 = 22,50kNm

y,tot

ficando garantido o equilibrio do pavimento.

2) Laje retangular engastada em um lado, submetida a uma carga
uniformemente distribuida

Considere-se a laje anterior engastada no lado / =4 m. Esta
laje pode ser calculada empregando-se a Tabela A2.2 do Apéndice 2.
Neste caso, [, sera sempre o vdo perpendicular ao lado engas-

tado, conforme esta indicado na tabela. Portanto, os vaos de calculo
sao [, =3me ly =4m, como mostrado na Fig. 2.6.4, devendo-se

utilizar a parte superior da Tabela A2.2.

™

IX=3m

Iy=4m

Fig. 2.6.4 - Laje retangular engastada em um lado e simplesmente
apoiada nos demais (carga uniforme)

Entrando na tabela com a relagdo /, / / y = 0,75, obtém-se os

coeficientes, com os quais sdo calculados:

5,0x3*

l4
Prx — W, =0,06cm
5

=0,001x3,86x
D

W, =0,001w,

M, =0,001m,,pl? =0,001(~105,0)5,0x3% = 4,73 kNm/m
M. =0,001m, pl? =0,001x49,1x5,0x3% = 2,21 KNm/m
M, =0,001m,, pl} =0,001x25,9x5,0x3% = 1,17 kNm/m

M, =0,001m,, pl; =0,001x34,2x5,0x3> = 1,54 KNm/m



Capitulo 3

METODOS SIMPLIFICADOS E METODOS
NUMERICOS PARA O CALCULO DE LAJES

3.1 — A teoria das grelhas para lajes sobre apoios rigidos

O célculo das lajes armadas em cruz que ndo possuam rigidez
a tor¢do, ou que ndo sejam suficientemente ancoradas nos cantos
para evitar o seu levantamento, pode ser feito de maneira simplifica-
da por meio da denominada “Teoria das Grelhas”. Esse método tam-
bém pode ser empregado para as lajes usuais, concretadas
monoliticamente com as vigas, quando ndo sdo usadas armaduras de
canto na face superior da laje. Esses casos sao ilustrados na Fig.
3.1.1.
| |

! ! fissuras na
K\iga metalica Parede de face superior
alvenaria )
(a) (b)

(a) e (b): a laje levanta Vigas

(c): fissuras nos cantos (c)
Fig. 3.1.1 — Situacées onde se aplica a teoria das grelhas

Nas lajes concretadas monoliticamente com as vigas, deve-se
verificar se a ocorréncia de eventuais fissuras nos cantos simples-
mente apoiados, como consequéncia da auséncia das armaduras de
canto na face superior da laje, pode comprometer a durabilidade da
estrutura. Isto ¢ particularmente importante quando a laje estd ao ar
livre, sujeita a agdo da chuva.

Para as lajes situadas no interior dos edificios residenciais e de
escritorio, essas fissuras, quando existem, ficam protegidas pelo piso.
Nesses casos, podem-se omitir as armaduras de canto, para simplifi-
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car a execucdo. De todo modo, em lajes com grandes vaos, € reco-
mendavel empregar uma armadura minima nos cantos simplesmente
apoiados para controle da fissuracao.

Considere-se, para exemplificar, a laje simplesmente apoiada
nos quatro lados, indicada na Fig. 3.1.2. A laje ¢ submetida a uma
carga p, uniformemente distribuida por unidade de area. Os vaos

s@o I, e [, e os apoios sdo considerados indeformaveis.

Faixa x
1 P
y4 k=) vV VY VvV V VYV
= A
- \M
g Ry IX TRy
© ¢ )
[N
ly . I1 Faixay
Faixa x Py
v VvV Vv VY VvV VY
AN IWY =7
1l R | R,
e y
X x| 4

Fig. 3.1.2 - Laje simplesmente apoiada nos quatro lados

Inicialmente, consideram-se duas faixas de largura unitaria,
uma em cada diregdo, as quais se cruzam no centro da laje. A carga
total p ¢ dividida nos quinhdes de carga p, e p o correspondentes

as direcdes x e ), respectivamente.
Os quinhdes de carga devem obedecer a relagdo

P=Py+D, 3.1.1)

A flecha no centro da faixa da diregdo x, sob a agdo da carga
P, € dada por
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5 pl4
Wo=——_fxx 3.1.2
Y 384 D (312)

onde D ¢ arigidez a flexdo da faixa de largura unitaria.
Analogamente, a flecha no centro da faixa da dire¢do y ¢

dada por
4
_ 5 Pl
7 384 D

(3.1.3)

sendo p,, o quinhdo de carga correspondente.

Uma vez que a flecha no centro da laje tem um valor Unico, a
condigdo de continuidade ¢é escrita na forma

W.=w, (3.1.4)
Introduzindo (3.1.2) e (3.1.3) na equacdo (3.1.4), chega-se a
puli=p,l) (3.1.5)

Da equacdo (3.1.1), tem-se que

Dy =D~ Dx (3.1.6)
Substituindo (3.1.6) em (3.1.5), resulta
74
Pe=| 7 |P (3.17)
Iy +1

As equacdes (3.1.6) e (3.1.7) permitem calcular os quinhdes de

carga.
Definindo a rela¢do entre os vaos como

ﬂ:ly/lx (3.1.8)

pode-se escrever
Px=kp 5 py=k,p (3.1.9)

onde
14

k, ;o k,=1-k (3.1.10)
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aumento dos momentos fletores positivos e das flechas das lajes. Por
outro lado, ocorre uma redug¢do dos momentos negativos, como ¢
ilustrado na Fig. 3.2.1.

L1 L2

apoios rigidos

apoios flexiveis -

Fig. 3.2.1 - Redistribui¢cdo dos momentos fletores nas lajes devido as
deformagaes das vigas de apoio

Os valores corretos dos momentos fletores e da flecha da laje
dependem da relacdo entre a rigidez das vigas e a rigidez da laje.
Esses valores s6 podem ser obtidos através de uma analise acoplada
do pavimento, empregando-se, por exemplo, o0 método dos elementos
finitos. Quando o projeto ¢ feito separando-se as lajes das vigas, ¢
necessario estabelecer uma relagdo entre os momentos negativos e os
momentos positivos, para levar em conta as deformacdes das vigas
de apoio. Essa relacdo deve ser menor do que a que ocorre para lajes
sobre apoios rigidos (de 1,78 a 2,00 como foi visto anteriormente).

Ha diversas alternativas para se obter a distribui¢ao de esfor-
cos na laje, considerando, de maneira aproximada, a influéncia das
deformacgdes das vigas de apoio. Algumas dessas alternativas sdo
apresentadas a seguir.

1) Teoria das grelhas com redistribuicio de momentos

As solucdes da teoria das grelhas, apresentadas anteriormente,
podem ser modificadas para levar em conta as deformagdes das vi-
gas, fazendo-se uma redistribui¢do de momentos. Para isso, deve-se
estabelecer um grau de redistribuigdo £ <1, de modo que os mo-
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5,22 7,10 5,22

@ 2|2 2|8 &

To) 0 |o olw [T}
5,22 7,10 5,22
4,54 5,49 4,54

ITe) [ToX Nep) [s2] LYe] v

» DO o K28 (23

(")“ [s22 B3 Al Kspl (s0)
4,54 5,49 4,54
5,00 6,46 5,00

S 8|5 =18 S

re) el ITo) 1o o) ©
5,00 6,46 5,00

Reacdes de apoio em kN/m

Fig. 3.2.7 — Reacgoes de apoio das lajes
(teoria de placas — método alternativo)

Tabela 3.2.2 — Flechas das lajes do pavimento (em mm)
(teoria de placas — método alternativo)

Laje Wo Woo Wadm
L1 2.4 8,4 16,0
L2 5,6 19,6 20,0
L3 2.4 8,4 16,0
L4 0,9 3,2 12,0
L5 1,3 4.6 12,0
L6 0,9 3,2 12,0
L7 1,6 5,6 16,0
L8 3,1 10,9 16,0
L9 1,6 5,6 16,0

3) Método da norma espanhola

99

De acordo com a norma espanhola EH-91 [14], os momentos
fletores das lajes semiengastadas podem ser obtidos pela teoria de
placas, de acordo com o seguinte procedimento:
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3.4 - Teoria das linhas de ruptura

A teoria das linhas de ruptura, introduzida por K. W. Johan-
sen, € uma alternativa para o calculo de esforcos e reacdes em lajes.
Empregando esse método, € possivel determinar os momentos de
ruina que serdo utilizados para o dimensionamento das lajes de dife-
rentes formas, condi¢des de contorno e carregamentos.

Em seu surgimento, o método teve uma grande aceitacdo pela
possibilidade de se calcular lajes de formas irregulares, o que era
praticamente impossivel a época. Atualmente, a teoria das linhas de
ruptura perdeu importancia, em virtude da disponibilidade de recur-
sos computacionais ¢ de métodos numéricos mais avangados, como o
método dos elementos finitos.

A teoria das linhas de ruptura, também denominada de teoria
das charneiras plasticas [15], considera o equilibrio da laje no mo-
mento que antecede a ruina, ou seja, no estado limite ultimo. A teoria
nao permite analisar o comportamento da laje nas condicdes de ser-
vico, o que ¢ uma das desvantagens em relacdo as solucgdes elasticas.
Além disso, ¢ necessario preestabelecer relagdes entre os momentos
de ruina. Se essas relagdes forem muito diferentes daquelas obtidas
pela teoria elastica, o comportamento da laje sob as cargas de servigo
sera insatisfatorio. Entretanto, alguns resultados dessa teoria ainda
sdo bastante empregados, principalmente para o céalculo das reacdes
de apoio das lajes.

A NBR-6118 permite o emprego da teoria das linhas de ruptu-
ra quando as deformagoes das se¢des da laje estiverem nos dominios
2 ou 3 (pegas subarmadas ou normalmente armadas).

Para a garantia de uma ductilidade apropriada, deve-se ter
x/d <0,30, onde x é a profundidade da linha neutra e d ¢ a altura

util das secdes da laje. Essas se¢des apresentam uma relagdo momen-
to fletor-curvatura conforme indicado na Fig. 3.4.1.

A relagdo momento-curvatura € linear, enquanto a se¢do esti-
ver no Estddio I. Apos a fissuracdo, ocorre uma queda de rigidez,
mas o diagrama permanece aproximadamente linear até o escoamen-
to da armadura. A partir deste ponto, o momento fletor praticamente
ndo se altera, apesar do crescimento da curvatura. O momento de

ruina da segdo vale M, .
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=

escoamento
da armadura

Momento fletor

K fissuragao

7 Truptura T

>

Curvatura

Fig. 3.4.1 - Relagdo momento-curvatura para se¢oes subarmadas
ou normalmente armadas

Conforme se observa, a curvatura elastica, acumulada até o
inicio do escoamento da armadura, ¢ pequena em relagdo a curvatura
de ruina. Assim, na teoria das linhas de ruptura as deformagdes elés-
ticas sdo desprezadas, adotando-se o comportamento rigido-plastico
da Fig. 3.4.2.

A

=

Momento fletor

>
Curvatura

Fig. 3.4.2 - Modelo rigido-plastico idealizado

O momento de ruina de uma se¢do de concreto armado em
flexdo simples é aproximadamente proporcional a 4rea da armadura
longitudinal de tragdo. Assim, se as areas das armaduras por unidade

de comprimento nas dire¢des x e y da laje sdo A, e A, , os mo-

mentos de ruina correspondentes sdo dados por
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O momento fletor na dire¢do y ¢ dado por M, =kM ..

Observa-se que os resultados sdo dependentes do parametro
k . Para que a relagdo entre os dois momentos seja proxima daquela
obtida no calculo eléstico, deve-se adotar [2]

k= (lx/ly)2 (3.4.19)

As resultantes das reacdes de apoio sdo iguais ao produto da
carga pelas areas dos painéis em que a laje se divide. Se as vigas de
apoio forem rigidas, essas reacdes apresentardo as distribuigdes tri-
angulares e trapezoidais, como estd indicado na Fig. 3.4.6. Assim
como ocorre na teoria de placas, a uniformizag@o dessas reagdes nao
garante o equilibrio dos momentos totais.

y A RX
) 1~ =7
‘{:"5 45(:(/ |
A e /2 |
A Y 7/
N vz
R, ply/2
N «—

Fig. 3.4.6 - Cdlculo das reagoes de apoio

A éarea dos tridngulos indicados na Fig. 3.4.6 ¢ dada por

Ay =12 /4 (3.4.20)
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3.5 — A analogia da grelha equivalente

A analogia da grelha equivalente ¢ um dos métodos numéricos
mais utilizados para analise de lajes de concreto armado, estando
implementado em diversos softwares comerciais. O método pode ser
utilizado para a analise de lajes poligonais de formas diversas, inclu-
indo também as vigas de apoio. Desse modo, podem-se calcular os
esfor¢os no pavimento como um todo, levando-se em conta as de-
formagdes das vigas. Para o caso de lajes poligonais isoladas sobre
apoios rigidos, o método foi implementado em um dos modulos do
software PACON".

Inicialmente, a laje poligonal ¢ discretizada através de dois
conjuntos de linhas uniformemente espagadas, como mostrado na
Fig. 3.5.1. Essas linhas formam uma grelha equivalente que substitui
a laje maciga de forma aproximada.

Barra da grelha

Ay/2 Contorno da laje
Ay
¢
Ay
*—o—¢ 3
Ay N6
L ®
Ay
® ®
Ay
ayl2 T—o ® 0 g ® -—T—>
AxiZ AX ) AX S AX A AX A.l)f/z X
e e e e e e

Fig. 3.5.1 — Discretizagdo da laje poligonal

* Programa auxiliar para projeto de estruturas de concreto. Desenvolvido
pelo Autor. Informagdes disponiveis em: <www.editoradunas.com.br>.
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Observa-se que os resultados obtidos com o método numérico
(grelha equivalente) para £ =1 concordam muito bem com a teoria

de placas. Reduzindo-se o valor de £, os resultados se aproximam

daqueles fornecidos pela teoria das grelhas, apresentada na se¢do 3.1.
Entretanto, pode-se verificar que o unico método que garante o equi-
librio dos momentos totais nas duas diregdes ¢ a teoria das grelhas, ja
que na teoria de placas as reagdes ndo podem ser consideradas uni-
formemente distribuidas.

Na Tabela 3.5.2, indicam-se as cargas reais (V' ¢ T') transfe-
ridas para as vigas da dire¢do X, obtidas com a analogia da grelha
equivalente. Analisando-se as vigas submetidas a essas duas cargas
concentradas, pode-se calcular o momento total resistente do pavi-
mento e comprovar que o equilibrio é garantido.

Tabela 3.5.2 — A¢ées da grelha sobre as vigas da dire¢do x

X B=1,00 B=0,50 B=0,01
m) [y &Ny [ 7 (kNm) | 7 (kN) | T (kNm) | ¥ (kN) | T (kNm)
0,29 | 1,31 121 1,30 0,75 1,30 0,02

0,86 | 2,75 0,85 2,83 0,54 2,96 0,01

1,43 | 3,38 0,43 3,56 0,27 3,84 0,01

2,00 | 3,56 0,00 3,78 0,00 4,12 0,00

2,57 | 3,38 -0,43 3,56 -0,27 3,84 -0,01
3,14 | 2,75 -0,85 2,83 -0,54 2,96 -0,01
3,71 1,31 -1,21 1,30 -0,75 1,30 -0,02

3.6 - O método das diferencas finitas

O método das diferengas finitas ¢ um método numérico que
leva a uma solugdo aproximada da equagdo diferencial da placa [7,8].
Neste método, as derivadas que aparecem na equagao diferencial sao
substituidas por aproximacgdes em diferengas, tomadas em alguns
pontos previamente selecionados, denominados pontos nodais. Esses
pontos sdo localizados nos nés de uma malha retangular, triangular
ou de outra forma, denominada malha de diferencgas finitas. Alguns
tipos de malhas de diferencas finitas sdo mostrados na Fig. 3.6.1.

A fungdo w(x, y), que representa a superficie deformada da

placa, ¢ descrita por valores aproximados da deflexdo nos diversos
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pontos nodais. Quanto mais refinada for a malha, ou seja, quanto
maior o numero de pontos nodais, menor sera o erro obtido.

yA Nos

AX

><V

Fig. 3.6.1 - Tipos de malhas de diferencgas finitas

Antes de apresentar as equacgdes de diferencgas finitas para a
placa, é conveniente analisar o caso unidimensional indicado na Fig.

3.6.2. Nessa figura, representa-se uma fungdo f (x) cujos valores
sdo conhecidos em um conjunto de pontos discretos.
A fungdo f (x) pode ser interpolada através do polinémio

k
px)=D a;x' (3.6.1)

i=0
onde os coeficientes a; sdo determinados de forma que

¢(x) =f (x) nos pontos em que a fungdo original ¢ conhecida.
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A f(x)
fo Y-
m+ P
f 7N
m //
fm-'] 7
AX | AX |
X
Xna Xm Xmeq

Fig. 3.6.2 - Aproximagdo de fungdo

Por exemplo, se k =1, a fungdo original sera substituida por
segmentos de reta. Adotando k =2, a fungdo sera aproximada por
varias parabolas do segundo grau, na forma

#(x)=a, +ax+ ayx? (3.6.2)

Adotando-se o método das diferengas finitas centrais, as para-

bolas sdo construidas tendo como origem da coordenada x os pontos
Xoeees Xy 15X s X pa1se-> X, €m que a fun¢do é conhecida. Se os

pontos forem igualmente espagados, como indicado na Fig. 3.6.2, a
parabola centrada no ponto m ¢ dada por
j 2
X

(3.6.3)

fm+ _fm— fm+ _2fm+fm—
$ls)= ¢ Lot o oot =2 2

e ¢(—AxX)= [, 15 #0)= fr3 HAX)= frpr-

A primeira derivada da fungédo original f (x) no ponto m ¢
aproximada por

f(x), = (3.6.4)

(0)=5 = Ut = )

e a segunda derivada ¢ dada por
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3.7 - O método dos elementos finitos

O método dos elementos finitos [16] ¢ um método numérico
que também pode ser empregado para a analise de placas. Atualmen-
te, esse método ¢ bastante utilizado para resolver diversos problemas
de interesse da Engenharia, como analise estrutural, fluxo de fluidos,
conducao de calor, dispersao de poluentes, etc. O grande atrativo do
método € a generalidade da formulagdo, o que permite que um con-
junto de rotinas de célculo possa ser utilizado para resolver proble-
mas diferentes.

No caso da andlise estrutural, 0 método pode ser empregado
tanto na formulacdo em deslocamentos quanto na formulagdo em
forcas. Essas duas formulagdes sdo analogas aos bem conhecidos
método da rigidez e método das forgas, utilizados na andlise de estru-
turas reticuladas.

A formulagdo em deslocamentos tem sido preferida em virtude
da facilidade de implementacdo computacional. Assim, em analise
estrutural utiliza-se, quase que exclusivamente, a formulagdo em
deslocamentos do método dos elementos finitos. Essa formulacdo ¢
baseada no principio dos trabalhos virtuais, apresentado a seguir para
o caso bidimensional.

O primeiro passo do método dos elementos finitos consiste na
subdivisdo do dominio do problema em um conjunto de pequenos
elementos, denominados elementos finitos. O dominio discretizado
forma uma malha de elementos finitos. No caso bidimensional (pla-
cas e chapas), podem ser empregados os elementos mostrados na Fig.
3.7.1.

Cada elemento ¢ definido por sua geometria e pelo numero de
nds. Assim, t€ém-se os elementos triangulares de trés e de seis nos, os
elementos retangulares de quatro e de oito nds e os elementos isopa-
ramétricos. Esses ultimos s3o elementos distorcidos, que permitem
uma boa modelagem de dominios irregulares.

Em geral, um aumento progressivo do nimero de n6s melhora
as caracteristicas de precisdo do elemento. Consequentemente, a ma-
lha tera que ser mais refinada, quando for utilizado um elemento com
poucos nos.

Na Fig. 3.7.2, representa-se um corpo bidimensional discreti-
zado em elementos triangulares de trés nds. O corpo ¢ submetido as
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forcas , e t, por unidade de area e as forgas b, e by por unidade

de volume.
Elementos Elementos
triangulares retangulares

<7 4

Elementos isoparamétricos

Fig. 3.7.1 - Elementos finitos para analise bidimensional

Fig. 3.7.2 - Malha de elementos finitos

Os deslocamentos de um ponto genérico dentro de um elemen-
to finito sdo dados por
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u :{”(x’y)} (3.7.1)

v(x, )
onde u e v s3o as componentes do deslocamento nas diregdes x e
» , respectivamente.

Esses deslocamentos podem ser obtidos, aproximadamente,
através de uma interpolagdo dos deslocamentos nodais, na forma

u;

Vi
{M}E{Ni 0 N; 0 N, 0]y 372
v 0 N, 0 N; 0 N,||v,

Z/l}’i’l

vm

onde u;,V;,... representam os deslocamentos nodais ¢ N;,N;, N,

sdo as fungdes de interpolacdo do elemento.
Usualmente, as fung¢des de interpolacdo sdo polindmios das
coordenadas cartesianas x € ) .

Substituindo (3.7.2) em (3.7.1), tem-se a aproximagao

u=NU, (3.7.3)

onde N ¢ uma matriz com as fungdes de interpolacdo e U, ¢ o ve-

tor com os deslocamentos nodais do elemento.

As deformagdes em um ponto do elemento sdo obtidas por
diferenciacdo dos deslocamentos (ver equacdes (2.1.8) e (2.1.9) do
capitulo 2). No caso bidimensional, pode-se escrever

a ] [e
£, ox ox
E=1¢, = LG O i{u} (3.7.4)
oy oy ||v
ol o vl |2 2
dy oOx| |y Ox|
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Mindlin, sendo empregado o elemento isoparamétrico quadratico de
oito nos mostrado na Fig. 3.7.1. Em cada no, consideram-se os cinco
graus de liberdade mencionados anteriormente.

Nos exemplos seguintes, admite-se que o material seja elastico
linear, tendo um modulo de elasticidade E =2880kN/cm’ e um
coeficiente de Poisson v =0,2 .

Exemplo 1) Laje com engastamento parcial

Na Fig. 3.8.1, representa-se uma laje com continuidade parcial
ao longo de um bordo. A laje L1 possui continuidade com a laje L2
no trecho de comprimento a. Porém, ndo héa continuidade no restante
do bordo, porque a laje L3 ¢ rebaixada ou inexistente. A carga ¢ uni-
formemente distribuida.

=

L3

- _ f
Ix /
Laje rebaixada

ou inexistente

Fig. 3.8.1 - Laje com continuidade parcial em um bordo

Fazendo o calculo da laje L1 isoladamente, ela sera engastada
no trecho de comprimento a e simplesmente apoiada no restante do
bordo. Empregando o método dos elementos finitos, podem-se calcu-

lar os momentos fletores M, e M, no centro da laje L1, conside-
rando esse engastamento parcial.

Interessa saber para que valores de a a laje pode ser calcula-
da como se todo o bordo fosse engastado. Os momentos fletores ob-

tidos com essa hipdtese sdo designados por M, e M ;.
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Nas figuras 3.8.2 e 3.8.3, sdo representadas as variagdes dos
coeficientes C, =M /M, e C,=M, /Myt em fun¢do da rela-

¢do a/ [, . Observa-se que, para a/ly >2/3, os coeficientes sdo pro-

ximos da unidade.
Logo, para efeito de calculo dos momentos positivos, o bor-
do da laje, onde ha continuidade parcial, pode ser considerado como:

- apoio simples, se a/ly <2/3;

- engaste perfeito, se a/ly >2/3.
1.8

1.6

1.4 —

ly/Ix=1

1.2 -

1.0

Mx/Mxt

0.8 ly/Ix=0,5

0.6

0.4 ] ally=2/3

0.2 —

Coeficiente Cx

0.0 L L
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
Relagéao a/ly

Fig. 3.8.2 - Variagdo do coeficiente Cx

Exemplo 2) Laje com um bordo parcialmente apoiado

Considere-se, agora, uma laje com um bordo parcialmente
apoiado, como indicado na Fig. 3.8.4. A laje é simplesmente apoiada,

exceto no trecho de comprimento @ . Nessa figura, M, e M, re-

presentam os momentos fletores no centro da laje ¢ M, ¢ o mo-

mento fletor no bordo livre. A carga € uniformemente distribuida.
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2.2 —
2.0 — ly/Ix=2
1.8
1.6 —
. ly/Ix=1
1.4 —

My/Myt

1.2

1.0
. ly/Ix=0,5 —

0.8 -

Coeficiente Cy

0.6 —

047 ally=2/3

0.2 —

0.0 — T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Relagao a/ly

Fig. 3.8.3 - Variagdo do coeficiente Cy

M [iNa trechoem
M bordo livre

Fig. 3.8.4 - Laje com apoio parcial em um dos bordos

Nesse caso, interessa saber para que valores de a a laje pode-
ra ser calculada como se todo o bordo fosse apoiado. Os momentos
no centro da laje, calculados com essa hipdtese, sdo designados por
M,eM i+

Nas figuras 3.8.5 e 3.8.6, sdo representadas as variagdes dos
coeficientes C, =M, /M, e C,, =M, /Myt em fun¢do da rela-
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Comparando esses resultados com a teoria das grelhas, consta-
ta-se que aquela teoria fornece momentos fletores e flecha um pouco
maiores. Logo, em vista da sua simplicidade, a teoria das grelhas
pode ser empregada para o calculo das lajes sem armadura de canto,
como ja foi discutido na se¢do 3.1. Outra vantagem da teoria das
grelhas ¢ que as reagdes de apoio podem ser consideradas uniforme-
mente distribuidas sobre as vigas, como j4 foi demonstrado.

O procedimento indicado garante apenas que a armadura do
vao sera suficiente para manter o equilibrio. Entretanto, ndo ficam
eliminadas as fissuras nos cantos da laje (ver Fig. 3.1.1). Se a laje
estiver ao ar livre ou em ambiente agressivo, a abertura dessas fissu-
ras podera ser nociva a durabilidade. Essa preocupagdo aumenta no
caso do concreto aparente. Assim, a alternativa escolhida, além de
facilitar a execugdo, deve levar em conta os aspectos da durabilidade
e da aparéncia da estrutura.

Exemplo 6) Influéncia da flexibilidade dos apoios

Em todos os exemplos apresentados anteriormente, as vigas
que servem de apoio para a laje foram consideradas rigidas, de forma
que os deslocamentos verticais dos apoios sdo nulos. Esse ¢ o proce-
dimento usualmente adotado no calculo das lajes de concreto arma-
do.

Entretanto, as deformacgdes das vigas de apoio podem ter uma
influéncia significativa nos esforgos e nas flechas das lajes. Esse efei-
to pode ser considerado, empregando-se o método dos elementos
finitos. Para isto, a laje ¢ discretizada em elementos de placa e nos
contornos sdo incluidos elementos de viga. Se o elemento de placa ¢
formulado de acordo com a teoria de Mindlin, os elementos de viga
devem ser baseados na teoria de Timoshenko (teoria de vigas consi-
derando as deformacgdes por corte). Nos exemplos apresentados a
seguir, empregou-se o elemento isoparamétrico quadratico de trés
nos da teoria de Timoshenko para modelar as vigas de apoio. Esse
elemento ¢ compativel com o elemento de placa que esta sendo utili-
zado e sua formulag@o pode ser encontrada na ref. [20].

Na Fig. 3.8.14, representa-se uma laje quadrada simplesmente
apoiada nas vigas de borda. As vigas t€m se¢do retangular com lar-
gura igual a 10 cm e com uma altura /1, estando apoiadas em pilares
situados nos cantos da laje. A espessura da laje € igual a 10 cm ¢ a
carga ¢ uniformemente distribuida. Na analise pelo método dos ele-
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mentos finitos, considera-se que os eixos das vigas estejam situados
no plano médio da laje. Para vigas situadas abaixo da laje, como ¢
usual, as excentricidades dos eixos das vigas causam um maior enri-
jecimento do pavimento como um todo (ver ref. [13]).

I +10
G *
£
n £ |
i 3 | [390
1,=400 cm
| |
: T — ey
|10 399 104 o 10

Fig. 3.8.14 - Laje simplesmente apoiada em vigas flexiveis

Na Fig. 3.8.15, apresentam-se os resultados obtidos para vérias
alturas das vigas de apoio. Nessa figura, W, e M , representam a

flecha e o momento fletor no centro da laje, e M xy ¢ 0 momento

torgor nos cantos, considerando-se as deformagdes das vigas de

apoio. Os valores correspondentes W,, M, ¢ M, sdo obtidos na

hipotese de apoios rigidos.

Observa-se que a flecha e 0 momento fletor no centro da laje
aumentam com a reducdo da altura das vigas. Por outro lado, o mo-
mento tor¢or nos cantos ¢ menor, quando as vigas sdo mais flexiveis.

No exemplo analisado, o acréscimo do momento fletor é de
apenas 13% para vigas com /& =50 cm. Entretanto, nessa analise
numérica admitiu-se que as vigas estivessem no estadio I. Na pratica,
as vigas de concreto armado se encontram fissuradas, o que faz com
que sua rigidez seja bastante reduzida. Assim, ndo se podem fazer
extrapolacdes sobre percentuais de acréscimos dos momentos fleto-
res com base nos resultados da Fig. 3.8.15. Esses resultados devem
servir apenas para a ilustragdo do comportamento das lajes sobre
apoios deformaveis.
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Relagcbes Wc/Wo, Mx/Mo, Mxy/Myxo

. Mxy/Mxyo

7171 T T T 1
20 40 60 80 100 120
Altura da viga (cm)

Fig. 3.8.15 - Influéncia da rigidez das vigas de apoio nos momentos
e na flecha da laje

As deformacgdes das vigas de apoio reduzem os esforgos de
tracdo na face superior da laje, j4 que os momentos torcores sdo re-
duzidos. Além disso, a regido tracionada torna-se menor quando as
vigas sdo flexiveis, indicando que a armadura superior de canto pode
ser eliminada.

Na Fig. 3.8.16, indicam-se os pontos da laje onde ocorrem
momentos principais negativos, para diversas alturas das vigas de
apoio. Observa-se que, para vigas de altura 4 =30cm, ndo surge
tracdo na face superior da laje.

Na Fig. 3.8.17, indica-se uma laje continua apoiada em vigas
flexiveis. As vigas tém sec¢des transversais com largura igual a 10 cm
e com uma altura /. Nessa figura, M, ¢ o momento fletor sobre a

viga central; M e M y Tepresentam os momentos maximos no cen-

tro dos vdos. A carga é uniformemente distribuida e vale SkN/m”.

Na Fig. 3.8.18, representam-se os diagramas de momentos
fletores na diregdo X, para os casos em que as vigas t€m alturas
h=30cme h=60cm. Observa-se que a rigidez das vigas de apoio
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tem uma influéncia significativa sobre os momentos fletores da laje,
especialmente sobre o momento negativo M ,. Quanto mais flexi-

veis forem as vigas, menor serd 0 momento negativo e maiores serao
0s momentos positivos nos vaos da laje.

1 T
i !
h=30cm h=40cm
: i
i, "
e R R
1 1 pis’ it
; B }
h=50cm h=60cm
: i k. of
1 11 pis 21
ids, .38 filis . JiBi

Fig. 3.8.16 - Regioes tracionadas na face superior da laje para
diversas alturas das vigas de apoio

| L B —=
My y My
M, I e I M| [300 _,
X
| N n -
300cm 300cm A

Fig. 3.8.17 - Laje continua sobre vigas flexiveis

Na Tabela 3.8.7, apresentam-se os momentos fletores obtidos
para diversas alturas das vigas de apoio. A tUltima linha da tabela
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("viga rigida") corresponde ao procedimento usual de célculo (apoios
indeformaveis e painéis engastados na viga intermedidria).

Observa-se que os momentos positivos obtidos através do pro-
cedimento usual de calculo sdo inferiores aos momentos "reais".
Quando as vigas sdo muito flexiveis, o erro cometido no célculo do
momento M, pode ser inaceitavel.

Fig. 3.8.18 - Diagramas de momentos fletores

Tabela 3.8.7 - Momentos fletores na laje continua - kNm/m

h (cm) M, M, My
30 -0,96 1,92 3,06

40 -1,71 1,82 2,35

50 -2,26 1,79 1,98

60 -2,61 1,77 1,78
viga rigida -3,78 1,65 1,38

Esses resultados sugerem que se deve ter prudéncia ao calcular
as lajes macigas apoiadas em vigas flexiveis. O calculo através da
teoria de placas (empregando tabelas) s se aplica para lajes sobre
apoios rigidos e nas quais sdo colocadas as armaduras superiores de
canto. Nesses casos, pode-se empregar o procedimento tradicional
descrito na se¢do 1.4 do capitulo 1.



Capitulo 4

DETALHAMENTO DAS LAJES MACICAS

4.1 - Introducao

Nos capitulos anteriores, foram apresentadas as consideragdes
relativas ao célculo das cargas e dos esforgos solicitantes nas lajes
macigas dos edificios. Apés o calculo dos esfor¢os, o dimensiona-
mento € feito conforme indicado no Volume 1. Por Gltimo, deve-se
fazer o detalhamento das armaduras.

De um modo geral, o projeto ndo pode se limitar a um calculo
preciso das solicitagdes e das dimensdes dos elementos estruturais.
Além disso, devem ser tomadas algumas medidas que facilitem a
execucao, possibilitando uma maior uniformidade na concretagem da
estrutura ¢ uma adequada prote¢do das armaduras contra a corrosao.
Assim, o detalhamento das armaduras torna-se uma etapa de funda-
mental importancia no projeto estrutural. De um correto detalhamen-
to, dependera o sucesso ou o fracasso do projeto.

Neste capitulo, apresentam-se as consideragdes relativas ao
detalhamento das lajes macicas de concreto armado. O detalhamento
¢ feito atendendo as disposigdes construtivas da NBR-6118. O calcu-
lo de flechas também ¢ apresentado, apesar de este assunto ser trata-
do em detalhes no capitulo 6.

4.2 - Espessura minima das lajes macicas

As lajes devem ser projetadas com uma espessura minima su-
ficiente para limitar suas deformagoes, além de evitar vibragdes que
causem desconforto aos usudrios da edificacdo. Além disso, do ponto
de vista construtivo, ¢ conveniente que as lajes sejam projetadas com
armadura simples, para evitar o uso de armadura superior ao longo
dos vaos. Assim, a espessura adotada deve ser tal que o dimensiona-
mento recaia no caso de armadura simples, conforme os critérios
indicados no Volume 1.
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Segundo a NBR-6118, a espessura das lajes macicas de con-
creto armado ndo deve ser menor que os seguintes limites:

a) 7 cm para lajes de cobertura ndo em balango;

b) 8 cm para lajes de piso ndo em balango;

c¢) 10 cm para lajes em balango;

d) 10 cm para lajes que suportem veiculos de peso total menor ou
igual a 30 kN;

e) 12 cm para lajes que suportem veiculos de peso total maior que 30
kN;

f) 16 cm para lajes lisas e 14 cm para lajes cogumelo.

Para as lajes em balango com espessura /7 <19 cm, deve-se
considerar o coeficiente adicional

¥, =1,95-0,05h>1 4.2.1)

onde /4 >10 é a espessura da laje em cm.
O coeficiente y,, deve majorar os esfor¢os de calculo finais,

quando do dimensionamento das lajes em balango.

Na secdo seguinte, sdo fornecidas algumas indica¢des quanto a
espessura minima das lajes, necessaria para limitar as suas deforma-
¢oes.

4.3 - Calculo de flechas em lajes

A NBR-6118 estabelece diversos limites para os deslocamen-
tos dos elementos estruturais. Esses limites sdo valores praticos, de-
terminados de modo a evitar que os deslocamentos da estrutura ndo
causem sensacOes desagradaveis aos usuarios, ndo impecam a utili-
zacgdo adequada da construcdo, nem causem danos em elementos ndo
estruturais. Além disso, esses limites devem garantir a validade da
hipotese de pequenos deslocamentos, usualmente admitida na analise
estrutural.

Assim, o limite a ser adotado para um deslocamento ¢ funcdo
do dano que se quer evitar. Por exemplo, se o objetivo ¢ evitar vibra-
¢Oes que possam ser sentidas no piso, a flecha devida a carga varia-
vel ndo deve ultrapassar um determinado limite. Por outro lado, o
objetivo pode ser evitar danos em paredes. Neste caso, 0 acréscimo
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gular de largura unitaria e altura Gtil d . Como a armadura é disposta
em malha, a altura 1til varia conforme a dire¢do considerada. Simpli-
ficadamente, pode-se adotar a mesma altura util para as duas dire-
¢oes. A secdo para o dimensionamento é apresentada na Fig. 4.4.1.

A, (cm?/m)
[

T 2
oo —w = 1F¢
L b=1m { ¢
N 4|

Fig. 4.4.1 - Se¢do transversal para o calculo das
armaduras das lajes

De acordo com a Fig. 4.4.1, a altura itil média ¢ dada por
d=h—-¢-c 4.4.1)

onde ¢ ¢ o didmetro das barras e ¢ é o cobrimento nominal das ar-

maduras.
Para as situagdes caracterizadas como classe I de agressividade
ambiental, o cobrimento nominal ¢ ¢ =2,0 cm (ver Tabela 4.5.1, a

seguir). Admitindo barras de didmetro ¢ =5 mm, tem-se
d=h-25cm (4.4.2)

Para outras situacdes, deve-se empregar a equagao (4.4.1),
adotando-se o valor apropriado para o cobrimento nominal.
Assim, se o momento fletor caracteristico em uma dire¢do ¢é

M, (kNm/m), o momento fletor reduzido para o célculo da armadura
¢ dado por
M d V4 fM k

bd’c,, d’c,,

L= (4.43)

onde 7, ¢ O,y (em kN/cm?) sdo o coeficiente parcial de seguranga

e a tensdo de calculo, conforme visto no Volume 1.
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utiliza-se a ancoragem com ganchos nas extremidades das barras.
Para as lajes usuais dos edificios, com o emprego de barras de diame-
tro menor ou igual a 8 mm, basta adotar o comprimento minimo de
ancoragem reta, igual a 10 cm, garantindo que o eixo do apoio seja
ultrapassado (desde que o aco seja 0 CA-50; calcular para o CA-60).

Para reduzir o consumo de armadura, pode-se adotar a solucdo
em barras alternadas. Assim, apenas a metade das armaduras existen-
tes no centro da laje € prolongada até os apoios.

Nesse tipo de detalhamento, o comprimento das barras ¢ redu-
zido de uma fra¢do do menor vao de calculo da laje. Para as lajes
simplesmente apoiadas nos quatro lados, o fator de redugdo varia de
10% a 15%, dependendo da relagdo entre os lados. Entretanto, deve
ser observado que o espacamento maximo das barras junto aos apoi-
os ¢ de 33 cm (para garantir o minimo de 3 barras por metro). Assim,
sO sera possivel adotar essa solugdo quando o espacamento das bar-
ras na regido central da laje ndo for superior a 16,5 cm.

No caso representado na Fig. 4.7.2, as barras N1 ndo podem
ser alternadas, pois resultaria um espagamento de 40 cm na regido
dos apoios. Porém, as barras N2 podem ser alternadas, ficando com
um espagamento de 30 cm préoximo aos apoios. O menor vao de cal-
culo da laje ¢ igual a 362 cm. Fazendo uma redugdo de 10% (apro-
ximadamente 35 cm), resulta o comprimento de 335 cm para as
barras N2. O detalhamento ¢ apresentado na Fig. 4.7.3.
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Fig. 4.7.3 - Armaduras positivas com barras alternadas
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Deve-se chamar a ateng@o para o fato de que as marquises sao
estruturas criticas em termos de durabilidade. A fissuragdo da face
superior da laje, junto a viga de suporte, ¢ inevitavel. Se ndo for feita
uma impermeabiliza¢do adequada, por meio de manta asfaltica, por
exemplo, a infiltragdo de 4gua da chuva pode comprometer a durabi-
lidade da armadura principal. A corrosdo da armadura, aliada aos
erros de posicionamento, t€ém sido as causas de inimeros acidentes
com as marquises de concreto armado. A armadura positiva serve,
também, para evitar a queda brusca da marquise, em caso de ruptura
da armadura principal junto a viga de suporte.

D) Aberturas em lajes

Em geral, a verificagdo das aberturas normais ao plano médio
das lajes pode ser dispensada, quando suas dimensdes sdo inferiores
a um décimo do menor vao de calculo. Nesses casos, basta dispor as
barras da armadura resistente, que teoricamente cairiam na abertura,
como armadura adicional concentrada nos lados da abertura, confor-
me indicado na Fig. 4.8.7. Além disso, os bordos da abertura devem
ser protegidos da forma apresentada anteriormente.

il
- ==
/T

a=2h2|b

Fig. 4.8.7 - Armadura adicional nos bordos de pequenas aberturas

No caso de grandes aberturas, os esfor¢os podem ser obtidos
empregando-se o método dos elementos finitos. Entretanto, ¢ possi-
vel fazer um célculo simplificado, dividindo-se a laje em varios pai-
néis e faixas resistentes.



Capitulo 5

CALCULO DE VIGAS

5.1 - Cargas nas vigas dos edificios

As cargas mais frequentes para as vigas dos edificios sdo as
seguintes:

a) Peso préprio

O peso proprio da viga € considerado como uma carga linear,
uniformemente distribuida, correspondendo ao peso de 1 m de viga.

Assim, o peso proprio, p ps € dado por
Dp =254, ,kN/m (5.1.1)

onde A, é a area da secdo transversal da viga em m’.
b) Alvenarias

O peso das alvenarias, p,, também ¢ considerado uniforme-

mente distribuido, sendo dado por

Pa=7,tH ,KN/m (5.1.2)

onde y, ¢ o peso especifico da alvenaria, ¢ ¢ a espessurae H ¢a
altura da parede.

Para o peso especifico da alvenaria, podem ser adotados os
seguintes valores:

- alvenaria de tijolos ceramicos furados: 13 kN/m’;

- alvenaria de tijolos cerAmicos macigos: 18 kN/m’.
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Fig. 5.3.1 — Portico plano com cargas verticais e agdo do vento
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Fig. 5.3.2 — Modelo de calculo simplificado para as cargas verticais
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Fig. 5.3.3 — Modelo simplificado alternativo para as cargas verticais
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mento negativo ¢ X . Porém, se h. > 0,25/, deve-se considerar o

maior momento negativo, em valor absoluto, entre X e X .

¢)  Nos apoios externos das vigas deve ser considerado um mo-
mento fletor negativo X, , dado por

Tinf +7, sup

Xt =M g (5.3.1)

Tinf + Vsup + rvig

onde M,,, ¢ o momento de engastamento perfeito e 7=/ /l éo

coeficiente de rigidez, sendo / o momento de inércia da secdo
transversal e / o vao.

Na expressao (5.3.1), os indices inf, sup e vig referem-se ao
pilar inferior, ao pilar superior e a viga, respectivamente. Essa ex-
pressdo pretende fornecer o momento negativo na viga, junto ao pilar
de extremidade do portico plano simplificado da Fig. 5.3.3. Porém,
em vez de analisar a estrutura da Fig. 5.3.3 (que ja é uma simplifica-
¢do do portico completo), considera-se que a viga seja engastada no
pilar interno, resultando o modelo da Fig. 5.3.5.

\

Meng
0,50gup | | Aup p ;T) vV vy E
ey
hig ’ Hig = 4H,ig / Lig
0,5hing | | hof Feap = 6L up Lsup
h<E g Tt = 6Ling [ling
) g

Fig. 5.3.5 - Modelo para o cdlculo do momento fletor nos apoios de
extremidade das vigas, conforme a NBR-6118

O coeficiente de rigidez 7,,, = 41 vig / lw-g se aplica quando a

viga possuir dois ou mais vdos. Se a viga possuir um Unico vao, o
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a

Fig. 5.5.2 — Fracionamento do diagrama de momentos fletores

Por exemplo, a barra que tem sua ancoragem iniciada no ponto
a’, deve ultrapassar o ponto b’, obrigatoriamente, pois entre essas

duas se¢des transversais o momento fletor ¢ maior que 2M ; / 3,0

que exige a presenca de trés barras. A partir do ponto b’, sdo neces-
sarias apenas duas barras para equilibrar o momento fletor. Logo,
uma barra pode ser cortada a partir desse ponto.

Entretanto, para levar em conta os erros de posicionamento
durante a montagem das armaduras, a NBR-6118 exige que a barra
que teve sua ancoragem iniciada no ponto a’ ultrapasse o ponto b’ de
um comprimento minimo de 10¢, sendo ¢ o didmetro da barra. O

mesmo procedimento ¢ empregado para todas as barras, conforme
esta indicado na Fig. 5.5.3.

Ao calcular os comprimentos de ancoragem, deve ser observa-
do que, no caso de vigas de maior altura, as barras da armadura nega-
tiva estardo em uma posicdo de ma aderéncia. Nesses casos, O

comprimento de ancoragem /j, . serd maior (ver capitulo 8, Volu-

me 1). A ultima barra ancorada deve ultrapassar o ponto de momento
nulo deslocado de pelo menos 104 .

As barras da armadura positiva estardo, sempre, em uma situa-
¢do de boa aderéncia. Pode-se adiantar que nem todas as barras dessa
armadura poderdo ser cortadas, pois algumas delas deverao ser pro-
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longadas, obrigatoriamente, até os apoios, conforme ¢ apresentado na
secao 5.6.

b,nec

TR

o 10

ancoragem em apoio MA AH ¢
de extremidade 0 \
\c' C/ k=109
- (dentro do
\ ! b' |"'§210¢ pilar interno)
>10¢ | o " 1 >100
Ib,nec Ib,nec

Fig. 5.5.3 — Escalonamento da armadura longitudinal

O comprimento de ancoragem , [}, .., ¢ dado por

4 0,37,
ypee =1y —22L > 1 104 (5.5.2)
e 10cm
quando for feita ancoragem reta, ou
4 0,3/,
lb,nec :OlllbLal2 10¢ (5.5.3)
5 10cm

quando for empregada ancoragem com gancho.
O coeficiente ¢ tem os valores:

a1 =0,7, se o cobrimento de concreto no plano normal ao gancho
for maior ou igual a 3¢ ;

oy =1,0, se o cobrimento for menor que 3¢ .
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B) Cobrimento das armaduras

Os cobrimentos nominais exigidos pela NBR-6118 sao dados
em fun¢do da classe de agressividade ambiental (ver capitulo 2, Vo-
lume 1). No caso das vigas, os cobrimentos nominais exigidos sdo
dados na Tabela 5.7.1.

Tabela 5.7.1 - Cobrimentos nominais para vigas
Classe de agressividade 1 11 111 v
Cobrimento nominal (cm) 2,5 3,0 4,0 5,0

Em qualquer caso, o cobrimento nominal de uma determinada
barra ndo deve ser inferior ao didmetro da propria barra. No caso de
feixes, esse cobrimento ndo deve ser inferior ao didmetro equivalente
do feixe.

C) Espacamento das barras

A armadura longitudinal das vigas pode ser constituida de
barras isoladas ou de feixes de barras. Para garantir que todas as bar-
ras da armadura longitudinal sejam envolvidas pelo concreto, evitan-
do-se falhas de concretagem, devem ser respeitados os espacamentos
indicados na Fig. 5.7.3.

Fig. 5.7.3 - Espagamento minimo das barras

O espagamento minimo das barras nas camadas horizontais ¢é
dado por
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Assim, em vigas largas, pode ser necessario o emprego de
estribos duplos ou triplos, dispostos de maneira defasada como na
Fig.5.4.1, para limitar o espagamento transversal entre os seus ramos.

No caso de apoio indireto, deve-se adicionar, ainda, a armadu-
ra de suspensdo, constituida preferencialmente por estribos. Essa
armadura deve ser disposta o mais proxima possivel do ponto de
ligacdo entre as vigas, dentro da viga principal. O célculo e a distri-
bui¢do da armadura de suspensdo sdo dados na se¢do 7.8 do Volume
1. Nas vigas de secdo T, também ¢ necessario calcular os estribos
horizontais de costura a serem colocados na mesa (ver se¢ao 7.9 do
Volume 1).

Na Tabela A3.7, sdo fornecidas as caracteristicas geométricas
dos estribos com ganchos retos nas extremidades (dobramento a 90°).
A Tabela A3.7-B corresponde aos estribos dobrados a 135°. Os estri-
bos com ganchos a 90° facilitam a montagem da armadura, porém a
NBR-6118/2023 [1] passou a dar preferéncia aos estribos em angulo
de 135°. As duas opg¢des sdo usadas ao longo deste Curso.

5.8 - Exemplo de calculo

Na Fig. 5.8.1, indica-se uma viga continua, apoiada nos pilares
P1, P2 e P3, submetida a uma carga de servigo uniformemente distri-

buida p, =20kN/m. Os trés pilares possuem secdo transversal qua-

drada com 20 cm de lado e altura de 280 cm (pavimento tipo). A
viga possui se¢do retangular com dimensdes b =20cme 4 =45 cm.
Os vaos de calculo, medidos de eixo a eixo dos apoios, sdo mostra-
dos na figura.

|P1 Viga - 20x45 | |p2 |:>3|
l20 20 |
>4 480 cm t:::: 380 cm 20¢| «
| |
! P=20 kN/m : !
\ Y Y Y Y y Y Y Y y
AN
l 5m J, 4m |
N 4 4

Fig. 5.8.1 - Geometria e carregamento da viga



Capitulo 6

ESTADOS LIMITES DE UTILIZACAO
Deformacoes

6.1 - Introducao

Nos capitulos anteriores, foram discutidos os procedimentos
adotados para o dimensionamento das estruturas de concreto armado,
tendo como objetivo principal a obtengdo de um adequado nivel de
seguranc¢a. Desse modo, foram introduzidos coeficientes parciais de
segurancga para majorar as cargas ¢ minorar as resisténcias dos mate-
riais. As equagdes de equilibrio foram obtidas no estado limite ulti-
mo, através da consideragdo de um critério de ruptura das segdes da
peca. Em resumo, os procedimentos apresentados até aqui constitu-
em a primeira fase do projeto, que € a comprovagao da seguranga em
relacdo aos estados limites Gltimos.

Em uma segunda etapa do projeto, deve-se analisar o compor-
tamento da estrutura sob as condi¢des normais de utilizagdo, ou seja,
antes da ruina. Assim, a estrutura deve ser suficientemente rigida
para que suas deformagdes, sob a agdo das cargas de servigo, ndo
provoquem danos inaceitaveis em elementos ndo estruturais, nao
afetem o seu uso ou a sua aparéncia, nem causem desconforto aos
usuarios. Além disso, o grau de fissuracdo, em geral inevitavel nas
pecas fletidas de concreto armado, ndo deve afetar a durabilidade da
estrutura. Portanto, a segunda etapa do projeto consiste na compro-
vacdo da ndo ocorréncia dos estados limites de utilizac¢do: estado de
deformagdes excessivas e estado de fissuracdo inaceitavel.

Do ponto de vista pratico, esses dois estados limites sao verifi-
cados separadamente, apesar de haver uma relagdo intima entre eles.
Assim, o que se procura ¢ a limitacdo das deformacdes da estrutura e
das aberturas das fissuras na superficie da peca.

Pode-se adiantar que a abertura das fissuras sera tanto maior
quanto maior for o didmetro das barras da armadura. Desse modo,
geralmente ndo ¢ necessario verificar o estado de fissuragdo das lajes
macigas dos edificios, pois as barras utilizadas possuem didmetros
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muito pequenos. Além disso, as flechas podem ser calculadas admi-
tindo-se que toda a laje esteja no estadio I (concreto ndo fissurado).
Assim, para as lajes macigas, a verificacdo dos estados limites de
utilizacdo fica resumida a um simples calculo de flechas, como foi
apresentado no capitulo 4.

No caso das vigas, deve-se considerar o estadio II, pois a rigi-
dez ¢ sensivelmente afetada pela fissuragdo. Para isso, ¢ necessario
dispor de modelos que permitam avaliar as flechas e a abertura das
fissuras das vigas sob as condi¢des de servigco. Alguns desses mode-
los sdo apresentados neste capitulo e no seguinte.

6.2 - Combinacoes das acoes de servico

Os estados limites de utilizagdo (ou de servigo) decorrem de
acdes cujas combinacdes podem ter diferentes ordens de grandeza de
permanéncia na estrutura. Essas combinag¢des s3o classificadas do
seguinte modo:

a) combinagoes quase permanentes: sao combinagdes que podem
atuar durante grande parte do periodo de vida da estrutura, da ordem
da metade deste periodo;

b) combinagoes frequentes: sao combinagdes que se repetem muitas
vezes durante o periodo de vida da estrutura, da ordem de 10° vezes
em 50 anos, ou que tenham duracdo total igual a uma parte nao des-
prezivel desse periodo, da ordem de 5%;

¢) combinagdes raras: sao combinagdes que podem atuar no maximo
algumas horas durante o periodo de vida da estrutura.

No caso das estruturas de concreto armado, interessam apenas
as combinagdes quase permanentes e as combinacdes frequentes das
acoes. As combinagdes quase permanentes sdo utilizadas para a veri-
ficagdo do estado limite de deformacdes excessivas. As combinacdes
frequentes sdo empregadas para a verificagdo do estado limite de
fissuracdo inaceitavel. Havendo acdes de natureza dinamica, deve-se
verificar, também, o estado limite de vibragdes excessivas, para o
que sdo utilizadas as combinagdes frequentes. As combinagdes fre-
quentes sdo também usadas para a verificacdo dos estados limites de
deformagdes excessivas decorrentes do vento ou de variagoes de
temperatura.



254 Curso de Concreto Armado

B) Combinagoes frequentes de utiliza¢do

Nesses casos, a agdo variavel principal Fqk 1 € tomada com o
seu valor frequente yF; | e todas as demais agdes varidveis sao

tomadas com seus valores quase permanentes y,F ;. A agdo de

servico ¢ dada por

m n
Fser = Zng,j 'H//quk,l +Zl//2ink,i (6.2.2)
j=1 i=2

Exemplo: Movimento horizontal em edificio provocado pela retragao
e por variagdo de temperatura

Na Fig. 6.2.1, indica-se a estrutura aporticada de um edificio
submetido aos movimentos horizontais produzidos pela deformacao

de retragdo &, e por uma redugdo uniforme de temperatura A7 .
Para minimizar os efeitos desses movimentos horizontais sobre a
propria estrutura e sobre outros elementos nao estruturais, foi criada
uma junta de dilatacdo separando a estrutura em dois poérticos de
comprimento L .

u ul |U u
H
rrd 7; " T
l L/2|l L/2 ) \ junta de dilatacdo e
contragcao

Fig. 6.2.1 — Portico com junta de dilatacdo

O deslocamento horizontal U no primeiro nivel de laje ¢ dado
por
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Assim, para uma avaliagdo satisfatoria das flechas em vigas de
concreto armado, € necessario elaborar algum modelo que leve em
conta os seguintes aspectos:

a) colaboragdo do concreto entre fissuras;
b) ndo linearidade fisica em compressao;
c) efeitos da fluéncia e da retragdo do concreto.

6.4 - Analise nio linear de vigas de concreto armado

Nesta se¢do, apresenta-se o procedimento rigoroso para o cal-
culo de flechas em vigas de concreto armado, submetidas a cargas de
curta duragdo. A inclusdo da fluéncia e da retracdo ¢ feita posterior-
mente.

Para se efetuar um célculo rigoroso das deformagdes em vigas
de concreto armado, deve-se levar em conta a nio linearidade fisica
decorrente do comportamento mecanico dos materiais. Para isto, ¢
necessario adotar diagramas tensao-deformagdo compativeis com os
resultados obtidos experimentalmente.

Para o concreto em compressao, pode-se adotar qualquer um
dos diagramas tensdo-deformacdo apresentados no Volume 1. Na
Fig. 6.4.1, indica-se o diagrama sugerido pelo CEB [12,25].

Gc A

Fig. 6.4.1 - Diagrama tensdo-deformagdo do concreto comprimido

A relagdo tensdo-deformagdo para o concreto comprimido ¢
dada por

kn—n*
S LYt/ 6.4.1
%=1 T+ (=2l (64.1)
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onde: n=—"% ., k=—¢=2 (6.4.2)

De acordo com o CEB/90, o modulo de deformagao longitudi-
nal ¢ dado por

PG
EC=21SOO[ﬁj , MPa (6.4.3)

onde f, ¢ aresisténcia média a compressdo do concreto.
Para as deformagdes ¢, e ¢, pode-se adotar as expressoes

dadas no capitulo 4 do Volume 1, em fungdo de f .

Conforme ¢ mostrado no capitulo seguinte, a colaboragdo do
concreto entre fissuras pode ser modelada através de um diagrama
tensdo-deformacdo enrijecido para a armadura ou através de um dia-
grama tensdo-deformagdo para o concreto tracionado. Essa segunda
alternativa ¢ empregada nos exemplos seguintes.

Na Fig. 6.4.2, apresenta-se o diagrama tensao-deformacao do
concreto tracionado, conforme sugerido na referéncia [26]. A equa-
¢do do trecho descendente do diagrama, que representa a colaboragio
do concreto entre fissuras, ¢ dada por

c 0,6
Ot = Jut (ﬂj (6.4.4)

Eet

onde &, = f,,/E, é a deformagdo de fissuragdo do concreto e f, é

a resisténcia média a tracdo.

GCt‘k

f

ct-fF----

M -F--0
\ 4

ct

Fig. 6.4.2 - Diagrama tensdo-deformagdo do concreto tracionado
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Fig. 6.4.11 - Resultados para a série RC100
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Fig. 6.4.12 - Resultados para a série RC200

Conforme se observa, o modelo computacional reproduz satis-
fatoriamente os resultados experimentais. As diferencas detectadas
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W, devem ser calculadas considerando-se as armaduras existentes
na secdo critica.

M4 | — estadiol
e ; F 33+ 3
| W,
M, | N :;M
estadio Il puro c
W W

C
Fig. 6.5.4 - Relagdo momento-flecha bilinear

No caso de uma viga biapoiada ou de uma viga continua, a se-
¢do critica é considerada no meio do vao. Para os balangos, a se¢do
critica corresponde ao extremo engastado.

Na Fig. 6.5.5, apresenta-se a variacdo da flecha no centro de
uma viga biapoiada sob a agdo das cargas de servigo. A viga possui
um vao de 5 m e esta submetida a uma carga uniformemente distribu-
ida. A secdo transversal ¢ retangular e apresenta as seguintes dimen-
sdes: b=15cm, h=50cm, d =47cm e d'=3cm. O concreto

possui f_; =20MPa.

Para cada valor da carga de servigo, foi realizado o dimensio-
namento das armaduras longitudinais e, em seguida, foi calculada a
flecha no centro do véo, considerando-se o modelo néo linear, o mo-
delo bilinear e o estadio II puro. Dessa forma, os resultados mostra-
dos na Fig. 6.5.5 ndo representam uma resposta carga-deslocamento,
pois cada ponto corresponde a uma viga com armadura diferente.

Desses resultados, verifica-se uma boa concordancia entre o
modelo bilinear e o0 modelo ndo linear. O calculo no estadio II puro
superestima as flechas sob as cargas de servigo, particularmente para
vigas com pouca armadura.
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O coeficiente ¢ ¢ igual a 8, exceto para os balangos onde ele
vale 2. O coeficiente f, tem os seguintes valores:

f, =1,0 para as vigas biapoiadas e para os balangos;
f, =0,7 para os vdos extremos das vigas continuas;

f, =0,5 para os vdos intermediarios das vigas continuas.

6.9 - Calculo de flechas em vigas segundo a NBR-6118

A NBR-6118 adota o processo simplificado para o calculo de
flechas de vigas do ACI 318-14" [31]. A flecha inicial é obtida con-

siderando-se um momento de inércia equivalente / eq> dado por

3 3
M M
qu:[ij I, + 1—(Mrj 1, <1, (6.9.1)

1. = momento de inércia da segdo de concreto simples;

onde:

I, =momento de inércia da se¢do de concreto armado no estadio II
puro;
M = momento fletor solicitante na se¢do critica;
M ,. = momento de fissuragao.

De acordo com a NBR-6118, o momento de fissuragdo ¢ dado
por

al . f,
M, = Aefa (6.9.2)
Vi

onde y, ¢ a distancia do centroide da se¢do a fibra mais tracionada.
O coeficiente ¢ tem os seguintes valores:
a =1,2 para se¢des T ou duplo T;
a =1,3 para segdes I ou T invertido;
a =1,5 para se¢des retangulares.

* A expressdo do momento de inércia equivalente para elementos de concre-
to armado foi alterada na versao de 2019 do ACI 318.
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estadio I e no estadio II, respectivamente. A deformagdo especifica
de retragdo é & .

Para a secdo retangular da Fig. 6.4.5, os momentos estaticos
sdo dados por

S;=A,(d—x;)-A.(x; -d") (6.10.7)
SH :As(d_xH)_A;(xH_d') (6108)

onde x; e x; representam as profundidades da linha neutra no es-

tadio I e no estadio II, respectivamente.
Observa-se que os acréscimos de curvatura devidos a retragdo
podem ser obtidos considerando-se os momentos fletores ficticios

adicionais M .y e M ., , dados por

M.y =ES;&, (6.10.9)

esl =
M052 :ESS”‘C"CS (61010)

Assim, a flecha da viga, incluindo os efeitos da retragdo do
concreto, pode ser obtida por superposicao do carregamento real com

um carregamento ficticio dado pelos momentos M . ¢ M .., co-

mo ¢ mostrado na Fig. 6.10.1.

Retracao
Carga real Mes1 o Mes+
/‘\ EStad|0 I K\
p w

+ < Wcs1

M cs2

T Estadioll X

w

WcsZ

Fig. 6.10.1 — Carregamento real e carregamento ficticio
equivalente a retra¢do
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ESTADOS LIMITES DE UTILIZACAO
Fissuracao

7.1 - A colaboracio do concreto entre fissuras

Para mostrar a influéncia do concreto tracionado entre fissuras,
considere-se o elemento de concreto armado indicado na Fig. 7.1.1,
submetido a uma forca de tracdo P constante. O elemento encontra-
se fissurado, estando as fissuras espagadas de uma distancia igual a
2a.

2a

M tens&o no ago

\G}(Xg/‘\/_ tens&o no

concreto

Fig. 7.1.1 - Elemento fissurado sob tragdo simples

Nas se¢oes fissuradas, a tensdo na barra de ago atinge o valor
maximo o, ¢ a tensdo no concreto ¢ nula. Essas se¢Oes estdo no
estadio II e toda a forga de tragdo ¢ absorvida pela armadura. Entre-

tanto, por causa da aderéncia, ocorre uma transferéncia de parte da
forca da barra de ago para o concreto. Em uma se¢do genérica, situa-
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da a uma distancia x da fissura, a tensdo no ago ¢ o, = O (x) ea

tensdo no concreto € o, =0, (x)

A equagdo de equilibrio do elemento de concreto armado ¢
dada por

R.+R, =P (7.1.1)
onde R, e R, sdo as forgas de tragdo no concreto e na barra de ago,
respectivamente.

Essas forgas sdo dadas por
R.=Ad.0.(x) ; R, =A4,0,(x) (7.1.2)
onde A. ¢ a area da se¢do de concreto e A ¢ a area da secdo da
barra de aco.
Derivando (7.1.1) em relagdo a x, tem-se
dR. dR
C+—2=0 (7.1.3)
dx  dx

Admitindo-se, por simplicidade, que as tensdes de aderéncia
sejam constantes e iguais ao valor médio 7,,, a variagdo da for¢a na

barra de aco € igual a

R
R, _ —UTp, (7.1.4)
dx

onde 1 € o perimetro da se¢do da barra.

A equacdo (7.1.4) indica que a for¢a no ago sofre um decrés-
cimo, ja que parte da mesma € transferida ao concreto.
Integrando (7.1.4), resulta

R, =Cy = urp,,x (7.1.5)

onde Cj ¢ a constante de integragdo.
Na segdo fissurada x =0, tem-se R, = P. Logo, conclui-se

que C} =P e a for¢a na barra de ago em uma segdo genérica ¢ dada

por
Ry =P—pury,x (7.1.6)
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L LI
- 4|
Z
7
g €cnl
7 —
7 Deformacao livre
L
A [
N —— 7 N
<« Deformacgao impedida 7 —
7 [,

Fig. 7.1.5 — Elemento submetido a uma deformacdo imposta

Quando a deformacao imposta for igual a deformacao de fissu-
ragdo do concreto, &, = f;/E, , sendo E, o médulo de deforma-

¢do longitudinal, surgira a primeira fissura no elemento. O esforco
normal de fissuracao vale

N, =(1+npy)A. £ (7.1.21)
onde n=E [E, e p,, = A, /A, .
Para valores ndo muito elevados de p, obtém-se
N, =4 fo.

No momento em que surge a primeira fissura, ocorre um au-
mento brusco da tens@o no aco na segdo fissurada, ja que, nessa se-

¢d0, 0 aco sozinho deve resistir ao esforgo N, . A tensdo no aco na

secdo fissurada, o, = N,./ A, , é dada por

1+
Oy = (ﬂjfa (7.1.22)
pS@



338 Curso de Concreto Armado

Parede

& Fissuras >

\

Base

Fig. 7.5.1 — Fissuras em paredes de concreto armado devidas a
retra¢do e/ou as variagoes de temperatura

As fissuras provocadas por esforcos de coagdo externos tam-
bém podem surgir em lajes, reservatorios elevados e outros tipos de
estruturas. Em muitos casos, as fissuras surgem antes mesmo da reti-
rada das formas, ou seja, quando o elemento estrutural ainda ndo esta
submetido a acdo do carregamento.

Fissuras decorrentes da retragdo e da dilatacdo térmica sdo

muito frequentes nas paredes dos reservatorios elevados dos edifi-
cios, como ilustrado na Fig. 7.5.2.

Laje da tampa

g
/
N Iald
v Fi .
\ \ ISsuras provpc pS
\

pela dilatagdo da/fampa
11
\ 111

I 11
[
||l
.
Fissuras provodadas pela

retracdo das pafedes

Laje de fundo

Fig. 7.5.2 — Fissuragdo das paredes dos reservatorios elevados de
dgua potavel dos edificios
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1
k=——"— (7.5.3)
EPAP

E, A4,

1+

onde £, e Ej representam os modulos de deformagdo longitudinal

do concreto da parede e da base, incluindo os efeitos da fluéncia,

A p ¢ Ap, indicam as areas das se¢des transversais da parede e da

base, respectivamente.

4y
wall§ r 0.5 04 03 02 O ' on
\ A
NEAEAYEAY
06 AN NI 0.8H
I~ - N \\
™~ N \\ N 0.6 H
07 ™~ NEWN
T I~ N \ N \ 0.4 H
. ] Y \\ \\
08 T T S NN 0.2H
. 09 A e S N y
- S NARANRN TR -0 H >

ARNNNN
Q_l (d) L/H=4.0

Fig. 7.5.4 — Fator de restri¢do para parede com L/H=4
(extraida da ref.[35])

Observa-se que, logo apos a concretagem, quando o médulo
do concreto da parede ainda é muito pequeno, £ = 1. A medida que
o concreto da parede endurece, esse coeficiente reduz. Considerando

A, = Ap, verifica-se que k tende a 0,5 quando os mddulos dos

dois concretos tornam-se proximos. Assim, o fator de restricio ma-
ximo da Fig. 7.5.4 tende a kR =0,5, valor que foi adotado nos

exemplos anteriores.

Mantendo-se a cura do concreto até uma idade minima, evita-
se que a retragdo se inicie quando o concreto ainda possui uma resis-
téncia a tracdo baixa e quando o fator de restrigdo ¢ alto. Desse mo-
do, evita-se uma fissuragdo prematura do concreto da parede.

Substituindo a equacdo (7.5.2) na equacgdo (7.3.5), resulta
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Da Tabela 7.5.1, obtém-se p,, =0,35%. Essa ¢ a taxa de
armadura necessaria para limitar a abertura das fissuras em 0,2 mm.
Da Tabela 7.5.2, obtém-se o, = 0,67% . Essa ¢ a taxa de

armadura necessaria para evitar o escoamento do a¢o no surgimento
da primeira fissura.

Como p,, < Ppmin » deve-se adotar pg, =0,67% .

De acordo com a Fig. 7.5.4, a espessura da camada superficial
a ser considerada ¢

L < 2,5(c +0,5¢)=2,5(3+0,5x1)=8,75 cm
° t/2=50/2=25cm

Logo, h, =8,75cm.

Ay min = Pse 100k, = 0,67x8,75 = 5,86 cm*/m

Solugédo: @10 c. 13 cm em cada face da parede.

7.6 - Abertura das fissuras de acordo com a NBR-6118

De acordo com a NBR-6118, a abertura wj; das fissuras ¢
dada pelo menor dos valores

¢ O-S 3O-S

= —_— 7.6.1

sy k| £, (761
4

yy =Y &( +45j 762)
1295771 Es pse

onde:

@ = diametro da barra de ago em mm;
m = coeficiente de conformagdo superficial da barra de aco, sendo

1 = 2,25 para o ago CA-50 e 77; = 1,0 para os agos CA-25 e CA-
60.
O, = tensdo na armadura tracionada no estadio II;
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E ;= modulo de elasticidade do ago;
J o = resisténcia média a tragdo do concreto;

Pse = Ay /A, , onde A é a drea da armadura e A, é a 4rea da

regido de envolvimento da armadura.

Para cada barra da armadura tracionada, deve ser considerada
uma area A4, do concreto de envolvimento, constituida por um re-

tangulo cujos lados ndo distam mais de 7,5¢ do centro da barra. Na

Fig. 7.6.1, indica-se a obtengdo da area efetiva A4, .

linha neutra T
oot Aco=b(d'+7,5¢)
PY ° h
7,5
7,5¢I d ,\ hd > v '_%d' (I)
] b
7,50 ¢ Ace

Fig. 7.6.1 - Area Ace conforme a NBR-6118

A equagdo (7.6.1) corresponde a fase de formacao de fissuras,
enquanto a equacdo (7.6.2) corresponde a fissuragdo estabilizada. O
limite entre essas duas fases ¢ dado pela tensao

4+45
o =| 2P se | (7.63)
3Pse

Observa-se a semelhanca dessa expressdo com a equagio
(7.3.1) para a tensdo o, do modelo do CEB. Logo, se a tensdo o

na armadura for menor que O, , a abertura das fissuras sera obtida

da equacdo (7.6.1). Caso contrario, prevalecera a equagao (7.6.2).
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Exemplo:
Calcular a abertura das fissuras da viga indicada na Fig. 7.3.2,

empregando a formulagdo da NBR-6118.

Os seguintes valores ja foram dados ou calculados anterior-
mente:

¢=16mm; o, =31,22 kN/em?; E, = 20000 kN/cm?;
f.r =0,22kN/em*; A, =4,02cm’; b=15cm; d' =4 cm.

Calculos adicionais:

Ape = b(d" +7,56) = 15(4 +7,5x1,6) = 240 e’

, (4 +45x1,68/100
(o2

= x0,22 = 20,76 kN/cm®
3x1,68/100

Como o > 0y, , a fissuragdo estd estabilizada, devendo-se

empregar a equagao (7.6.2).

__ 9 o4 _
Wy = +45| =0,25mm
12’5771 Es Pse

Logo, segundo o critério da NBR-6118, w; = 0,25 mm.

No exemplo da se¢do 7.3 foi obtido w;, = 0,31 mm, de acordo

com a formulagdo do CEB/90. A formulagdo da NBR-6118 fornece
uma menor abertura das fissuras porque os efeitos das deformagdes
impostas ndo sdo considerados, como ocorre com a formulagdo do

CEB. Porém, se for adotada a tensio o =36,22kN/cm’, a qual

inclui os efeitos das deformagdes impostas, resulta w, = 0,29 mm,

valor mais proximo do CEB/90.
Assim, ao usar a formulacdo da NBR-6118, deve-se considerar

a tensdo Oy =0, , + 0, . para levar em conta os efeitos das de-

formagdes impostas.
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