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APRESENTACAO

Este livro ¢ um complemento da obra Curso de Concreto Ar-
mado — 4 volumes. Nio se trata de um volume 5 da referida obra,
mas de um livro adicional onde o leitor poderd ampliar seus estudos
sobre alguns temas especificos.

Neste livro, desenvolvemos com maior profundidade diversos
assuntos tratados nos quatro volumes de Curso de Concreto Armado,
como: o emprego do diagrama parabola-retingulo ¢ do diagrama
bilinear para o dimensionamento a flexdo simples e a flexo-
compressdo; estudo comparativo dos procedimentos de dimensiona-
mento ao esfor¢o cortante por diversas normas internacionais; estudo
comparativo dos métodos da curvatura aproximada e da rigidez
aproximada da NBR-6118; pilares esbeltos sob flexdo composta
obliqua; analise nao linear de lajes de concreto armado; interacdo
solo-estrutura para vigas, estacas e placas sobre base elastica; intro-
dugdo aos métodos de andlise probabilistica e de confiabilidade es-
trutural; modelos de fissuracdo segundo as principais normas de
projeto.

Ao longo deste livro fazemos referéncia sistematica aos quatro
volumes de Curso de Concreto Armado. Conforme foi bem discutido
nos volumes 1 e 3 dessa obra, a NBR-6118/2023 introduziu um novo
fator de fragilidade n. nos diagramas tensdo-deformacao do concreto
comprimido, porém de maneira equivocada. Em vista disto, esse fa-
tor ndo ¢ considerado nas analises feitas neste livro. Assim, nos capi-
tulos 1 e 2 deste livro, sdo mantidos os modelos da NBR-6118/2014.

José Milton
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Capitulo 1

FLEXAO NORMAL SIMPLES
Diferentes diagramas para o concreto

1.1 - Introducao

No capitulo 4 do Volume 1, foi apresentado o dimensionamen-
to a flexdo simples de segdes retangulares, empregando-se o diagra-
ma retangular de tensdes para o concreto. Utilizando-se o diagrama
retangular, a equacdo de equilibrio de momentos toma a forma de
uma equagdo do segundo grau, o que permite a obtencdo da profun-
didade da linha neutra de maneira explicita. As areas de ago também
sdo obtidas através de expressdes analiticas. Enfim, com o uso do
diagrama retangular, o problema pode ser resolvido de maneira dire-
ta, sem a necessidade do emprego de métodos iterativos.

Por outro lado, uma vez que o diagrama tensao-deformacio do
concreto comprimido € bem representado por uma equagao nao line-
ar, sempre surge a duvida sobre a precisdo desse diagrama retangular
simplificado. Deve-se salientar que o diagrama retangular é usado no
projeto estrutural ha décadas, sendo permitido por todas as principais
normas de projeto [1,2,3,4].

Atualmente, o EC2 [2] e 0 MC-FIB [3] admitem o emprego de
trés tipos de diagramas tensdao-deformacdo para o concreto para efei-
to de dimensionamento: diagrama parabola-retangulo, diagrama bili-
near e diagrama retangular. O ACI [4] também permite esses trés
diagramas, havendo pequenas diferencas quando do emprego do dia-
grama retangular. A NBR-6118 [5] permite o emprego do diagrama
parabola-retangulo ¢ do diagrama retangular. Deve-se observar que
os dois diagramas da NBR-6118 sdo os mesmos adotados pelo EC2 e
pelo MC-FIB (na versdo de 2014 da NBR-6118, como discutido no
capitulo 4 do Volume 1).

O objetivo deste capitulo é comparar os resultados obtidos
com os trés diagramas mais utilizados: parabola-retangulo, bilinear ¢
retangular.
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1.2 — Diagramas tensio-deformacio para o concreto

a) Diagrama parabola-retangulo

Nas verificagdes de seg¢des transversais a flexdo simples ou
composta, a NBR-6118/2014 adota o diagrama pardbola-retdngulo
representado na Fig. 1.2.1.
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Fig. 1.2.1 - Diagrama pardabola-retangulo para o concreto

O diagrama tensdo-deformacdo ¢ descrito pelas seguintes ex-
pressoes:

n
. =085f. 1—[1—%} ,se &,<¢, (1.2.1)
o
0.=085f.4, se ¢,<¢.<¢g, (1.2.2)
o.=0, se ¢,.>¢, (1.2.3)

onde &, ¢ a deformagdo de compressdo e o, € a tensdo correspon-

dente.

Conforme se observa, a maxima tensao de compressao ¢ igual
a o, =085f.,,sendo f., aresisténcia a compressdo de calculo.
Esse mesmo diagrama ¢ apresentado no EC2, com a unica diferenca
que a tensdo maxima permitida pelo EC2 é iguala f,;.
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€y Ged R

)\’Oxlimi €o 4—(:2 o

Xiim Ec Ge 45;1
< y'T A A . A Z,
Maiim Z,
€5”€yd fyd

Z —>

Deformagdes Tensbes e resultantes

Fig. 1.4.2 — Deformagoes e tensdes com o uso do diagrama
parabola-retdngulo

A fibra na qual a deformagdo de compressio vale ¢, fica
situada a uma distdncia A,x};;, do topo da segdo, onde
A, =1-¢,/e, =1-C,. A resultante de compressdo no concreto,
Rcclim >

dentes ao trecho parabdlico e ao trecho retangular do diagrama ten-
sdo-deformacdo, respectivamente. Essas parcelas sdo dadas por

pode ser decomposta nas parcelas R, e R_.,, correspon-

(l_ﬂ“a )xlim Xlim
Ry = IbGC dy' 5 R, = jbacd dy' (1.4.1)
0 (1=2 )Xtim

onde o, ¢ a tensdo de compressdo em uma fibra situada a uma dis-

tAncia y' da linha neutra.

A deformacao nessa fibra genérica ¢ dada por
!
_&u)
o =
Xim

(1.4.2)

Substituindo (1.4.2) na equagdo (1.2.1) e resolvendo as inte-
grais, pode-se escrever

Rcl = l"clde'Cd 5 RC2 = l"czde'cd (143)
onde:
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Exemplo 4: f., =70MPa; M, =98kNm

Diagrama E=x/d | Ag(em’) | Al (cm?)
Parabola-retingulo 0,207 6,80 0
Bilinear 0,208 6,72 0
Retangular 0,189 6,74 0

25

Conforme se observa, os trés diagramas fornecem valores mui-
to proximos para as areas de ago. A profundidade da linha neutra, &,
pode variar significativamente de um diagrama para outro, mas as

areas de ago sdo muito similares do ponto de vista pratico.
Na Fig. 1.7.1, apresentam-se as variagoes da profundidade da

linha neutra & = x/d com o momento reduzido g, , sendo

M,
o =—5 ——— (1.7.1)
bd*(0,85f,,)
0.5 —
. f,=30 MPa )
_ /
0.4 §=0.10 .

©
X
1

W
©
5
(0]
[
o
c
£
|

| ! |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Momento reduzido p,

Fig. 1.7.1 — Variagao de & com i, para os trés diagramas
(concreto do grupo 1)
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Observa-se que, para o diagrama parabola-retangulo e o dia-
grama bilinear, x# = y,, com g definido anteriormente. Para o dia-

grama retangular, g = (0,85 /o, ) M, ,onde a, ¢ dado nas equagdes
(1.2.12) e (1.2.13).

Conforme se observa na Fig. 1.7.1, os trés diagramas fornecem
posi¢des da linha neutra & = x/ d diferentes quando resulta armadu-

ra simples.
Na Fig. 1.7.2, apresentam-se as razdes entre a taxa total de ar-

madura, p,,, = p+ p’, obtidas com o diagrama bilinear ¢ com o
diagrama retangular, ¢ a taxa total Oy, ,,. obtida com o diagrama
pardbola-retangulo. Conforme se observa, as maiores diferencas
ocorrem para valores muito pequenos de 1, . Entretanto, nesses ca-

sos resulta armadura minima com ambos os métodos e essas diferen-
cas deixam de existir na pratica.

1.16 —
1.12 _1 f4=30 MPa 6=0.10
£ 1.08 -
a
~
z A
Q
8, 1.04
®
© i bilinear
o
1 —
7] retangular
0.96 L L L

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Momento reduzido p,

Fig. 1.7.2 — Relagdo pmt/pmt,par para f. =30MPa, sem

respeitar a armadura minima
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Conforme foi mostrado no capitulo 4 do Volume 1, as taxas de
armadura minima sao dadas por

2/3
Pminzm,se ek <50MPa (1.7.2)
fyd
0,55121n(1,8 + 0,10
Pmin = ’ n(f’ i ka),se Jfer >50MPa (1.7.3)
vd

onde fy e fy; sdo dados em MPa.
Em todo caso, deve-se respeitar o limite p,;, = 0,15%.
A armadura minima € A iy = Opinb . Impondo a condigdo

A, > A e refazendo o grafico, obtém-se a Fig. 1.7.3.

s, min

1.04 —
| f,=30 MPa
6=0,10
1.02 —
5 | bilinear
3
a
31—
a
o
1]
On .
®©
E retangular
0.98 —
} L
0.96 — T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Momento reduzido p,

Fig. 1.7.3 — Relagdo pmt/pmt’par para f. =30MPa,

respeitando a armadura minima



Capitulo 2

FLEXO-COMPRESSAO NORMAL
Diferentes diagramas para o concreto

2.1 - Introducao

A formulacdo para o dimensionamento a flexo-compressao
normal foi apresentada no capitulo 2 do Volume 3, onde foi conside-
rada uma secdo retangular com varias camadas de armadura. Empre-
gando o diagrama retangular para o concreto, obtém-se expressoes

analiticas para a resultante de compressdo R_.. ¢ sua distdncia d

até a borda da se¢do. Essas expressoes sao dadas em fungdo da pro-
fundidade relativa da linha neutra & = x/h, onde h ¢é a altura total
da sec¢do transversal.

Na flexo-compressdo normal devem-se considerar todos os
dominios, exceto o dominio 1 que ¢ exclusivo da flexo-tracdo. As-

sim, dados o esforco normal de cdlculo N, e o momento fletor de
calculo M ,;, alinha neutra £ deve ser encontrada dentro do interva-

lo [0,00). Para isto, emprega-se o processo iterativo da bissecante,

como apresentado no capitulo 2 do Volume 3.

Utilizando o diagrama parabola-retingulo ou o diagrama bili-
near, emprega-se a mesma formulagdo desenvolvida no Volume 3. A
Unica diferenga esta no calculo da resultante de compressdo no con-
creto e de sua posi¢do. Se o programa computacional for organizado

de modo que o calculo de R, e de d, fiquem dentro de uma sub-

rotina, basta fazer a alteracao desta sub-rotina para trocar o diagrama
tensdo-deformacgao do concreto. No restante, o programa permanece
inalterado.

Neste capitulo, s3o apresentadas apenas as modifica¢des rela-

tivas ao calculo de R, e de d_., para o emprego do diagrama para-

bola-retangulo e do diagrama bilinear. Esse calculo ¢ feito através de
integracdo numérica, como no capitulo anterior.
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2.2 — Calculo da resultante de compressao no concreto

Para o calculo das tensdes no concreto, € necessario determi-
nar a deformagdo de compressdo &, em uma fibra genérica, situada a
uma distancia y do topo da secdo transversal. Considerando os do-
minios possiveis na flexo-compressdo, verifica-se que existirdo trés
expressoes para a deformacdo ¢., dependendo da profundidade da

linha neutra. Assim, € necessario definir os limites entre os dominios,
conforme indicado na Fig. 2.2.1. Essa mesma figura foi usada no

capitulo 2 do Volume 3, considerando as deformagdes &, e €, que

sdo utilizadas para o diagrama retangular e para o diagrama parabola-
retdngulo. Se for utilizado o diagrama bilinear, deve-se substituir &,

por £, € K por k7, como na Fig. 2.2.1.

- €o (801) &y
Xl XA kh
i (k1h)
d A
h P 2
k=1-g0/ey
3,4,44a _
k1=1-e01/ey
5
v — I
|

Fig. 2.2.1 - Limites entre os dominios para o cdlculo das
deformagoes no concreto e nas armaduras

Limites do dominio 2:

A profundidade da linha neutra x ,, no limite entre os domi-

nios 2 e 3, € obtida por semelhan¢a de triangulos na Fig. 2.2.1, de
onde se obtém

gl/l
— _|d 2.2.1
£, +109/ ! @21
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Conforme se observa pelas tabelas, os trés diagramas fornecem
areas de ago muito proximas nos dois exemplos.

Na Fig. 2.3.3, apresentam-se os resultados obtidos para uma
secdo retangular com duas camadas de armadura, como a se¢do do

exemplo 1, considerando um concreto com f,, =40MPa e
6 =d'/h=0,10. Os adimensionais indicados na figura sdo defini-
dos como
N, M
V= d D op=—s d
bh(0.851.,) bh*(0,851.,)
Para os concretos do grupo I, essas definigdes coincidem com

aquelas adotadas no capitulo 2 do Volume 3, quando do emprego do
diagrama retangular.

2.3.1)

1.40 —
7 fu=40MPa v=1,0 6=0,10
1.30 —J\
1\
1.20 4\
g 1\
<
s 1104 \
gel i g“— ’\ bilinear
& 1005
o £
hd 7 g retangular
e
0.90 —
:
- < y
080 ,”
0.70 I L
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40

Momento reduzido p

Fig. 2.3.3 — Relacdo entre as taxas de armadura p / P par



Flexo-compressdo normal 45

Fig. 2.3.6 — Superficie de R em fun¢dode v e u

Entretanto, esse valor tdo baixo de R =0,33 ndo tem nenhu-

ma importancia pratica, pois a armadura minima vai prevalecer sobre
ambos os valores calculados.

Conforme foi definido no capitulo 2 do Volume 3, a taxa me-
canica de armadura é dada por

A
T (2.3.4)
bh o-Cd
e, como p = A / (bh), tem-se a relagio
p=nd (23.5)

fyd

Essa taxa de armadura tem que ser comparada com a taxa mi-
nima, P, dada na equagdo (2.3.2). Considerando os valores

o =0,0126 ¢ @ par = 0,0384, obtidos para v = 0,90, lembrando
que v, =0,85v e f,; =43,48 kN/ecm’, obtém-se as taxas de ar-

madura indicadas na Tabela 2.3.4. Conforme se observa, a armadura
minima ¢ muito superior as armaduras calculadas com ambos os dia-
gramas.



Capitulo 3

ESFORCO CORTANTE
Modelos alternativos de dimensionamento

3.1 - Introducéo

O dimensionamento ao esforgo cortante ¢ feito com base no
modelo de trelica de Morsch, como apresentado no capitulo 7 do
Volume 1. A trelica é formada por bielas de compressdo com incli-
na¢do @ e diagonais tracionadas com inclinagdo « , em relagdo ao
eixo da viga, como indicado na Fig. 3.1.1.

“

— —~
III \\ L aC | R
/ \ N sd
¢ Y
TVd

Fig. 3.1.1 - Modelo de trelica generalizada de Mérsch

Por consideragdes de equilibrio nas se¢des S1 e S2, obtém-se
as forgas nas barras da treliga. A distancia a, entre os nos da trelica

¢ determinada a partir da Fig. 3.1.1, o que permite avaliar a tensdo de
compressdo o, nas bielas. Conforme foi demonstrado no capitulo 7

do Volume 1, essa tensdo ¢ dada por
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t51 =L11(z,y — 7. ). Empregando estribos verticais, utiliza-se a
equacao (3.1.9), de onde resulta

100h
A, =—2wTdl (3.3.1)
Sya cotgl
onde
gy =L1(zy — 7o) (3.32)

O célculo da tensdo 7., para a flexdo simples e flexo-tragdo
com a linha neutra cortando a se¢@o é mostrado na Fig. 3.3.1.

Te1 A
Te —

T -7
. :Tc(wu—wdjz 0

Twu —T¢

| >

Twd

Tc Twu

Fig. 3.3.1 — Tensdo 7. para o emprego do modelo I da NBR-6118

Na Fig. 3.3.1, 7., =V, /(bwd), T, ¢ obtida da equagdo
(3.1.7) para o angulo @ escolhido, e 7, ¢ dado nas equagdes (3.2.5)

e (3.2.6).
Em qualquer dos modelos, a se¢do da armadura calculada nao

deve ser menor que a armadura minima, A, i, » especificada na

NBR-6118. O valor de Asw,min para estribos verticais ¢ dado por
Asw,min = pw,minIOObw > cm’/m (3.3.3)
onde

Pw,min = 0,2 ];tm (3.3.4)
vk
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sendo f,, a resisténcia média a tragdo do concreto e f); a tensdo

de escoamento caracteristica do ago (limitada a 500 MPa).
Na Tabela 3.3.1, apresentam-se os valores de p,, i, para al-

gumas classes de concreto. Na Tabela 3.3.2, apresentam-se as equa-
¢oes dos dois modelos, considerando estribos verticais.

Tabela 3.3.1 - Valores de p.,, min (%) para os agos CA-50 e CA-60
Sfer (MPa) 20 25 30 35 40 45 50
Pw.min 0,09 | 0,10 | 0,12 | 0,13 | 0,14 | 0,15 | 0,16
S ek (MPa) 55 60 70 80 90
0,17 | 0,17 | 0,18 | 0,19 | 0,20

Pw,min

Tabela 3.3.2 — Equagdes dos modelos da NBR-6118

Modelo I

Tywd = Vd/(bwd) ; 0y = (l_fck/zso); Tyu = 0927avfcd
7. =0,09(f,; 2>, se fop <50MPa
7. =0,636In(1,8+0,101,, ),se f.; >50MPa

100b,, 7,
7y =11 l(de — T ) 205 4, = — Ay 2 Asw,min
fyd
Modelo 11

Toa = V4 /(b,,d) ; escolher 30° < 0 < 45°
Tyt = 0,54a,cos@send £, ; a0, = (1— f.; /250)

7. =0,09(f.4 3, se fop <50MPa
7. =0,636In(1,8+0,101, ), se fox >50MPa

Toul =T
. — wul wd
T =Tp08€ Ty STos Ty —rc(—jzo,se Tod > T

Tywul —T¢

_ IOObW le )

t=L1Ur,,—7.,.)20; 4 ;
dl ( wd cl) sw fyd cotgH
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2.0 4

] f.,.=40 MPa
164 —— Modelo |

4 A~A 9=45°

124 @00 0=35°

<
= 1 ©e96=30
Q
0.8
0.4 —
0Oy T 1T T T "1
o 1 2 3 4 5 6 7

T4q (MPQ)
Fig. 3.4.3 — Variagao de p,, com T, ( f. =40MPa)

2.5
| f,=70 MPa
20— —— Modelo |
{2 0=450
1.5 — A-A-4 O=4(Q°
S
CE 4
1.0 - G0 0=30°
0.5
0.0 G T T T T T T T T ]
0 2 4 6 8 10

7,4 (MPa)
Fig. 3.4.4 - Variagao de p,, com T, ( f. =70MPa)
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ais de seguranga, de modo que fo = foq = fc € fyq =/, Aten-
sdo convencional de cisalhamento ¢é calculada como
Twd =Vu/ (bwd ), onde ¥V, ¢ a forga cortante de ruina obtida no

ensaio. Conforme se observa na Fig. 3.6.5, os dois modelos fornecem
solucdes a favor da seguranca. O modelo I é mais simples e possui
uma margem de seguranga maior.

3.7 - Um pouco de historia

Por volta do ano de 1900, W. Ritter e E. Morsch propuseram
que fosse utilizada a analogia da treli¢a para o dimensionamento ao
esfor¢o cortante [8]. Posteriormente, Morsch construiu uma teoria
consistente, a partir de uma anélise cuidadosa de resultados de ensai-
os, dando origem ao que se conhece hoje como Analogia da Treliga
de Morsch. No seu modelo original, Morsch fixou que o angulo de
inclinagao das bielas de concreto seria sempre igual a 45°.

A partir do uso da teoria de Morsch e da realizagdo de mais
ensaios ao longo do tempo, chegou-se a conclusdo que esse modelo
fornece uma armadura transversal excessiva. A justificativa para isso
¢ que o modelo de treliga ndo considera outros fatores que contribu-
em para a resisténcia ao esfor¢o cortante, como as tensdes de cisa-
lhamento no banzo comprimido resistidas pelo concreto ndo fissura-
do, o engrenamento do agregado gratido nas fissuras, o efeito de pino
proporcionado pela armadura longitudinal, dentre outros. Assim, esse
modelo com bielas inclinadas a 45° passou a ser denominado de tre-
lica classica de Morsch, em oposi¢ao a treliga generalizada de
Morsch, na qual esses fatores suplementares sdo considerados.

No modelo de trelica generalizada de Morsch, o esforgo cor-

tante de calculo V; ¢ resistido em parte pelos estribos, como na tre-
lica classica, e em parte pelos fatores adicionais mencionados. Usu-
almente, todos esses fatores juntos sdo denominados de contribuigdo
do concreto para o esfor¢o cortante. Assim, o dimensionamento ¢é
feito com base na equagao

V)=V, +V. (3.7.1)

onde V,, ¢ o esforco cortante resistido pela armadura transversal e

V

. € aparcela de contribui¢do do concreto.
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Se as forgas cortantes forem divididas pela area b,,d , a equa-
¢do (3.7.1) pode ser escrita em funcdo das tensdes médias de cisa-
Thamento 7, =V, /(b,d) e 7, =V, /(b,d), como foi feito neste

capitulo.

Essa formulagdo era adotada na NBR-6118 de 1980, que in-
troduziu o Sistema Internacional de Unidades na norma ABNT NB-
1/78: Projeto e Execucdo de Obras de Concreto Armado. Na NBR-
6118/80, a contribuigdo do concreto na flexao simples era da por

T, =W+ fox » MPa (3.7.2)
onde:
v, =0,07 para p; <0,001;
vy =0,14 para p; 20,015;
interpolando-se linearmente para valores intermediarios de p; .
Nessas equagdes, p; € a menor taxa de armadura longitudinal

de tragdo no trecho de comprimento 2/ a partir da face do apoio,
sendo 4 a altura da sec¢do da peca.

No ano de 1989, esses valores foram alterados pelo Anexo da
norma NBR-7197: Projeto de Estruturas de Concreto Protendido [9].

A equagdo (3.7.2) passou a vigorar com o valor y; = 0,15, inde-
pendente de p;. Com esse valor de i/, a expressdo (3.7.2) ficou

parecida com a equacdo (3.5.4) do modelo do ACI, que ¢ a mesma
desde o codigo de 1963 (ACI 318-63).

Por outro lado, o CEB/78 [10] passou a adotar dois métodos
para o dimensionamento ao esforco cortante: o método padrdo e o
método afim. No método padrdo, consideram-se as bielas com incli-

nagdo € =45° e o valor de 7, independe do esforgo cortante, de

modo analogo ao modelo I da atual NBR-6118.
Os valores de 7., segundo o CEB/78, sdo obtidos da expres-

Te = 0’625fctd = 0’625fctk,inf /70 (3.7.3)

onde f_; inr € 0 valor caracteristico inferior da resisténcia a tragdo

do concreto (quantil de 5%) e 7. = 1,5 segundo o CEB.



Capitulo 4

EFEITO DE SEGUNDA ORDEM EM PILARES

4.1 - Introducao

O projeto dos pilares de concreto armado requer a considera-
cdo das nao linearidades fisica e geométrica. A ndo linearidade fisica
¢ decorrente do comportamento ndo linear do concreto, incluindo a
fissuracdo, assim como do escoamento das armaduras. A nao lineari-
dade geométrica decorre da necessidade de se verificar o equilibrio
na configuracdo deformada da estrutura. Os momentos fletores na
configuracdo inicial indeformada do eixo do pilar sdo denominados
de momentos de primeira ordem. Os momentos adicionais, causados
pelas deflexdes do eixo, sdo denominados de momentos de segunda
ordem.

Devido a importancia dos pilares para a estabilidade das estru-
turas dos edificios, as normas de projeto [1,2,3,4,5] exigem que os
efeitos de segunda ordem sejam considerados no projeto dos pilares.
Esses efeitos somente podem ser desconsiderados nos pilares curtos.
Em virtude da falta de consenso sobre os limites para se classificar
um pilar como curto, recomenda-se que os efeitos de segunda ordem
sejam considerados para todos os pilares, conforme foi visto no capi-
tulo 6 do Volume 3.

Para os denominados pilares esbeltos, ¢ necessario realizar
uma analise ndo linear completa, onde as ndo linearidades sdo consi-
deradas de maneira rigorosa. Essa andlise requer o emprego de méto-
dos numéricos, como o método dos elementos finitos, associados a
técnicas incrementais ¢ iterativas para resolver o sistema nao linear
de equagdes de equilibrio. Um método rigoroso para analise de pila-
res esbeltos sob flexo-compressao normal é apresentado no capitulo
9 do Volume 3. Um método geral para andlise e dimensionamento de
pilares esbeltos de secdo poligonal arbitraria, submetidos a flexo-
compressao obliqua, € apresentado pelo Autor [11].
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De um modo geral, os pilares dos edificios podem ser classifi-
cados como pilares moderadamente esbeltos. Os efeitos de segunda
ordem ndo podem ser desprezados, porém permite-se o emprego de
algum método simplificado para a sua consideragcdo. A NBR-6118
[5] adota dois métodos simplificados: “método do pilar-padrdo com
curvatura aproximada” e “método do pilar-padrdo com rigidez apro-
ximada”, ambos permitidos para pilares com indice de esbeltez
A4<90.

No método do pilar-padrao com curvatura aproximada, os
efeitos de segunda ordem s@o considerados através da inclusdo de

uma excentricidade de segunda ordem e,. A secdo critica do pilar
deve ser dimensionada a flexo-compressdo com a excentricidade
total e,,;, = e +e,, onde e] ¢ a excentricidade de primeira ordem.
Os esforc¢os de calculo para o dimensionamento sdo o esforco normal
N, =F; e o momento fletor M, :Fd(el +ez), onde F; ¢ a
carga de célculo do pilar. Esse método foi utilizado nos exemplos de

dimensionamento do capitulo 7 do Volume 3.
Para o método do pilar-padrdo com rigidez aproximada, a

NBR-6118 fornece a expressao do momento total M ; = F; e;,; , de

onde se podem deduzir as expressdes de e;,; e de ey = e, —e;.
Além disso, para incluir os efeitos da fluéncia do concreto,
considera-se uma excentricidade adicional e_., a qual vem sendo

sugerida desde o CEB/78[10] e que também foi incorporada a NBR-
6118.

4.2 — Método do pilar padriao com curvatura aproximada

Na Fig. 4.2.1, apresenta-se um pilar birrotulado, submetido a
uma for¢a normal de célculo F/; com uma excentricidade de primei-

ra ordem e;. A principio, considera-se o caso de flexdo normal.

A excentricidade de primeira ordem ja inclui os efeitos das
imperfeicdes geométricas do eixo do pilar e respeita a excentricidade
minima exigida na NBR-6118, como mostrado no capitulo 7 do Vo-
lume 3. Se o pilar estiver submetido a momentos diferentes nas duas
extremidades (o que equivale a excentricidades diferentes da forca
normal), considera-se uma excentricidade de primeira ordem equiva-
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lente. Por exemplo, se as excentricidades nos extremos forem e, e

e, com ey, = ey, a excentricidade de primeira ordem equivalente
¢ dada por

4.2.1)

0,6ela + 0,4elb
€ >
0,4ela

Fig. 4.2.1 — Excentricidades de primeira e de segunda ordens

Imediatamente apods a aplicagdo do carregamento, o pilar sofre
uma deflexdo cujo valor maximo € igual a e, (a denominada excen-

tricidade de segunda ordem). De acordo com a NBR-6118, a excen-
tricidade de segunda ordem pode ser avaliada como

2
ey = IL& (4.2.2)
10 (v, +0,5)h
onde
F,
v, =—49_>05 4.2.3)
Acfcd

sendo /,, h e A. o comprimento de flambagem, a altura da se¢do

transversal na dire¢do considerada e a area da se¢do do pilar, respec-
tivamente.
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Observa-se que o fator de amplificagdo de momentos ¥/, ndo
depende do esfor¢o normal v, , como ocorre no método da curvatura
aproximada. Porém, ele depende de e; /A, assim como o fator de

amplificacdo /.
4.4 — Fatores de amplificacio dos métodos da NBR-6118

Na Fig. 4.4.1, apresentam-se as variagdes dos fatores de ampli-
ficagdo com a excentricidade relativa de primeira ordem e; / h para
pilares com esforgo normal pequeno (v, =0,5).

8.0 —

Fatores de amplificagéo v, v,
N
o
L

0.0 — T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Relagéo e,/h

Fig. 4.4.1 — Fatores de amplifica¢do para v, = 0,5

Conforme se observa na Fig. 4.4.1, o fator /|, do método da
curvatura aproximada, ¢ maior que o fator ¥/, , do método da rigidez
aproximada. Essa diferenga é maior para valores baixos de e, /h e
também depende do indice de esbeltez 4. Os seguintes valores sdo
obtidos para e; /h =0,1:



Capitulo 5

PILARES ESBELTOS SOB
FLEXAO COMPOSTA OBLIQUA

5.1 - Introducio

Os pilares dos edificios de concreto armado sdo elementos
estruturais que apresentam um comportamento tipicamente nao line-
ar. Esse comportamento ¢ decorrente da ndo linearidade fisica e da
ndo linearidade geométrica. Assim, para se avaliar corretamente os
esforgos solicitantes nos pilares de concreto armado, devem-se con-
siderar as duas ndo linearidades simultaneamente. Essa analise ¢ rela-
tivamente complexa e exige o emprego de métodos numéricos itera-
tivos e incrementais.

No capitulo 9 do Volume 3, foi apresentado um modelo para
analise e dimensionamento de pilares esbeltos submetidos a flexo-
compressdo normal. A analise ¢ feita através do método dos elemen-
tos finitos, empregando-se um elemento com trés graus de liberdade
por no.

Neste capitulo, apresenta-se um modelo ndo linear para a ana-
lise e o dimensionamento de pilares esbeltos de concreto armado,
desenvolvido e implementado pelo Autor [11,14]. Esse modelo deu
origem ao software JMPILAR [13], o qual é capaz de fazer uma ana-
lise completa e o dimensionamento de pilares de qualquer esbeltez. A
formulacdo é desenvolvida para uma se¢do poligonal arbitraria sob
flexo-compressdo obliqua. O elemento finito possui cinco graus de
liberdade por nd, constituindo uma ampliagdo do elemento apresen-
tado no capitulo 9 do Volume 3. Os modelos constitutivos para o ago
e 0 concreto sao os mesmos apresentados no Volume 3.

O desenvolvimento completo da formulagdo, bem como a
comprovagdo da validade do modelo através da comparacdo com
resultados experimentais, encontra-se disponivel nas referéncias
[11,14]. O objetivo deste capitulo é apresentar um breve resumo do
modelo computacional e usar o software JMPILAR para verificar
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certos procedimentos simplificados utilizados no dimensionamento
dos pilares de canto.

5.2 - Analise néo linear de pilares esbeltos de concreto armado

Na Fig. 5.2.1, apresenta-se um pilar submetido a forga normal
de céalculo F; aplicada em suas extremidades. A se¢do transversal
do pilar pode ser uma poligonal arbitraria, inclusive possuindo aber-

turas internas. Devido a generalidade da secdo e do ponto de aplica-
cdo da forga, a flexao sera obliqua. Em uma se¢ao transversal genéri-

ca, as excentricidades da for¢a sdo denominadas de e, e e, poden-

do variar ao longo do eixo em func¢do dos diagramas de momentos de
primeira ordem.

ZAL

ol
m—

> secao s-s'
base |Fd X

Fig. 5.2.1 — Solicitagdo e secdo transversal do pilar

A analise estrutural ¢ feita com o emprego do método dos
elementos finitos, onde o eixo do pilar ¢ discretizado em elementos
lineares de dois nds, com cinco graus de liberdade por nd. A tor¢ao
do elemento ¢ desprezada.

Na Fig. 5.2.2, representam-se os graus de liberdade U;, U,,
..., U} e as agdes nodais correspondentes Fy, F5, ..., Fjy no ele-
mento finito.
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2 2
[ Cx ] P B (5.3.5)
€l x,min €1y, min
onde
€lxmin = L5 +0,034,, cm (5.3.6)
€1y.min = 1L,5+ 0,034, cm (5.3.7)

Empregando o método da curvatura aproximada para incluir
os efeitos de segunda ordem, devem ser consideradas as excentrici-

dades de segunda ordem e, ¢ e;,,, conforme o capitulo 7 do Vo-
lume 3. Se o pilar tiver indice de esbeltez A, > 50, considera-se a
excentricidade de fluéncia e... Se A, >50, deve-se considerar

e, conforme o critério adotado no Volume 3.
Assim, empregando esse critério de envoltorias da NBR-6118,
deve-se garantir que o pilar suporte a forca normal de célculo F,

aplicada em qualquer ponto da curva representada na Fig. 5.3.4.

€yn

A\ 4

€x

Fig. 5.3.4 - Envoltoria de excentricidades totais da NBR-6118

As excentricidades totais e, e e, sdo dadas por

y
2 2
e e
[—xj +| 2| =1 (5.3.8)
€xn eyn
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diagrama de interacdo em funcdo das excentricidades relativas
e /h, e ey / h,, . As formas das curvas serdo analogas.

Em geral, as normas de projeto permitem desconsiderar a fle-
xo-compressdo obliqua quando a forga normal de calculo N, se

situar nas areas hachuradas da Fig. 5.4.2.

yl\
€x
3 |
¥
€y
€x
L]
h, e,
T x
|
hx

Fig. 5.4.2 - Situagoes em que se permite desconsiderar a
flexo-compressdo obliqua

Se a for¢ca normal estiver situada na regido 1, o dimensiona-
mento pode ser feito a flexo-compressdo normal, considerando ape-

nas a excentricidade e, . Para a regido 2, pode-se desprezar e, e

dimensionar a flexo-compressdo normal com a excentricidade e,,.

Essas regides sdo definidas da seguinte forma:
 Regiio 1: e, /h, < fBe,/h,
e Regido2: e, /h, < fle, /hy

O CEB/90 [1], 0 MC-FIB [3] ¢ a EHE [18] adotam /3 = 0,25 .
O EC2 [2] considera £ =0,20.



Pilares esbeltos sob flexdo composta obliqua 103

onde:

M,; e M ,; sdo os momentos fletores solicitantes segundo as dire-
¢des x e y, incluindo os efeitos de segunda ordem e da fluéncia e
respeitando os momentos de primeira ordem minimos;

M

compressdo normal segundo as diregdes x € ) .

xdn © M ydn sdo os momentos solicitantes totais em flexo-

Essas equagdes podem ser escritas em termos das excentrici-
dades, ja que um momento ¢ igual ao produto da for¢a normal pela
excentricidade. Considerando apenas as excentricidades de primeira
e de segunda ordens, podem-se representar os critérios de ambas as
normas como na Fig. 5.4.4.

ey A
EHE
EC2, MC-FIB Ponto para verificagao
pelo EC2, MC-FIB e EHE
6
€2y
|
ey e/ | Envoltdria solicitante
: da NBR-6118
|
__L €1x R €ox R exr
N

Fig. 5.4.4 - Excentricidades, envoltoria solicitante da NBR-6118 e
critérios do EC2, MC-FIB e EHE

Conforme se observa na Fig. 5.4.4, o ponto para verificacdo
segundo as normas internacionais considera a ocorréncia simultanea
das excentricidades de segunda ordem com seus valores maximos

nas duas dire¢des. A excentricidade de segunda ordem e, na dire¢do



Capitulo 6

ANALISE NAO LINEAR DE LAJES

6.1 - Introducao

Os quatro primeiros capitulos do Volume 2 foram dedicados
ao calculo e ao detalhamento das lajes macicas de concreto armado.
Os esforgos solicitantes foram calculados pela teoria de placas, atra-
vés de métodos simplificados e de métodos numéricos. Em geral,
admitiu-se um comportamento elastico linear para o material da pla-
ca e das vigas de apoio.

Por outro lado, ha interesse em conhecer o comportamento das
lajes de concreto armado apods a fissuragdo do concreto, quando a
analise elastica linear ndo é mais valida. Nesse sentido, sdo desen-
volvidos estudos experimentais e numéricos, com o objetivo de ana-
lisar a resposta completa da estrutura até a ruptura. Apesar das difi-
culdades inerentes a experimentacdo em laboratoério, alguns resulta-
dos experimentais podem ser encontrados na bibliografia [21,22,23].

O desenvolvimento do método dos elementos finitos e dos
modelos para analise ndo linear de estruturas tornou a analise numé-
rica uma alternativa confiavel para o estudo das lajes de concreto
armado. A formulagdo basica do método dos elementos finitos para a
analise de placas foi apresentada na se¢do 3.7 do Volume 2. A for-
mulacdo pode ser baseada na teoria de Kirchhoff ou na teoria de
Mindlin, porém essa ultima apresenta vantagens como foi discutido.
Para as lajes de concreto armado, consideram-se cinco graus de li-

berdade em cada n6 do elemento finito: a flecha w; as rotagdes 6, ¢

Hy ; 0s deslocamentos horizontais u#, € v, do plano médio da laje.

Em virtude das relagdes tensdo-deformagdo nao lineares para o
concreto € para o ago, as integracdes ao longo da espessura da laje
devem ser realizadas numericamente. Para isso, emprega-se o deno-
minado método laminar, em que a laje macica ¢ divida em diversas
laminas ou camadas de pequena espessura. A matriz de rigidez e as
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acoes nodais nao lineares sdo obtidas considerando-se que as tensdes
ndo variam ao longo da espessura de uma mesma lamina. Esse pro-
cedimento ja ¢ tradicional, tanto para a analise de lajes quanto para a
analise de vigas e cascas de concreto armado.

O modelo laminar também pode ser empregado para a analise
de lajes nervuradas de concreto armado. Para isto, deve-se trabalhar
com propriedades equivalentes do concreto, para que o modelo seja
capaz de representar os vazios deixados na estrutura pela eliminagdo
de parte do concreto da zona tracionada. Quando os vazios forem
permanentemente preenchidos com blocos de um material estrutural
secundario, esse efeito favoravel pode ser considerado, adotando-se
propriedades equivalentes para esse material.

Neste capitulo, apresenta-se um modelo nao linear para a ana-
lise de lajes macicas e lajes nervuradas de concreto armado desen-
volvido pelo Autor [24]. O modelo considera a ndo linearidade fisica
do concreto em compressao, bem como a colaboragdo do concreto
tracionado entre fissuras. A formulagio ¢ baseada na teoria de placas
de Mindlin e inclui as deformagdes normais no plano médio da laje,
assim como a ndo-linearidade geométrica. A analise estrutural ¢ rea-
lizada com o emprego do método dos elementos finitos, utilizando-se
o elemento isoparamétrico quadratico de oito nos (ver Fig. 3.7.1 do
Volume 2). Para cada no, consideram-se os cinco graus de liberdade
ja mencionados. Um algoritmo iterativo é empregado para a solugdo
do sistema de equagdes nao lineares. No capitulo seguinte, o0 modelo
sera utilizado para verificar os procedimentos simplificados de proje-
to descritos no Volume 2.

6.2 - Modelo laminar para analise de lajes de concreto armado

Na Fig. 6.2.1, apresenta-se uma laje macica de concreto arma-
do situada no plano x-y, onde a espessura / foi dividida em n ca-
madas de concreto de espessura constante Ak = h/n. A laje pode ter

diversas camadas de armadura, orientadas arbitrariamente em relagdo
ao sistema de eixos x-y, o qual se situa no plano médio da laje. As
flechas da laje ocorrem segundo o eixo z.

As seguintes propriedades do concreto sdo empregadas no

modelo constitutivo descrito na proxima se¢do: f,,, = resisténcia

média & compressdo simples; f,,, = resisténcia média a tragdo sim-
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ples; E£. = modulo de deformagdo longitudinal tangente a origem do

diagrama tensdo-deformacdo; v = coeficiente de Poisson. No caso
da laje macica indicada na Fig. 6.2.1, essas propriedades sdo conside-
radas constantes e iguais para todas as # camadas de concreto.

y
* Ah
%=

A

s2

As1

Fig. 6.2.1 — Laje macica de concreto armado

Uma armadura genérica, de area A ; por unidade de compri-
mento (cm’/cm), fazendo um angulo @,; com o eixo x, ¢ substituida
por uma lamina continua de espessura #; = 4;; (cm), com as seguin-
tes propriedades: E = modulo de elasticidade do ago; f° = tenséo

de escoamento do ago.

Na Fig. 6.2.2, indica-se uma se¢@o transversal de uma laje
nervurada, obtida através de um corte paralelo ao eixo x. Neste caso,
admite-se que o sistema de eixos x-y seja orientado segundo as dire-
¢Oes das nervuras. As nervuras da direcdo y, representadas na Fig.

6.2.2, possuem uma largura b, e uma altura ,,, abaixo da mesa
de espessura /1. O espagamento livre entre essas nervuras € /,,. A

armadura de flexdo em cada nervura possui uma area total igual a
Asy. As armaduras existentes na mesa nao estdo representadas na

Fig. 6.2.2. Um corte paralelo ao eixo y indicaria as nervuras da dire-
¢do X, as quais tém largura b, , altura A,,, espagamento livre /,, ¢

uma area de ago A, .
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As lajes ensaiadas por Taylor et al. [23] foram simplesmente
apoiadas nos quatro lados do contorno e submetidas a uma carga
uniformemente distribuida. Nas figuras 6.5.3 a 6.5.5, apresentam-se
as relagdes entre a carga total aplicada e a flecha no centro das lajes.
Os pontos indicados nessas figuras representam os resultados expe-
rimentais e as linhas cheias sdo as respostas teoricas, obtidas discreti-
zando-se as lajes em 10x10 elementos finitos. Como se observa, o
modelo numérico reproduz muito bem o comportamento experimen-
tal.

100 — °
1 o
80 — °
— 1 [ ]
<
— 60—
o
9 -
©
2 40
©
O .
20 7 Laje S1 (Taylor et al.)
0 T I T I T I T I T I T I
0 5 10 15 20 25 30

Flecha no centro da laje (mm)
Fig. 6.5.3 - Laje maci¢a SI - Taylor et al. [23]

Na Fig. 6.5.6, apresentam-se as respostas da laje S7 de Taylor
desconsiderando a ndo-linearidade geométrica. Observa-se que, ao
considerar a ndo linearidade geométrica, ocorre um enrijecimento da
laje, o que concorda com os resultados experimentais. Assim, a ndo-
linearidade geométrica deve ser considerada sempre, mesmo quando
os lados da laje puderem se movimentar livremente no proprio plano.
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Na Fig. 7.1.4, apresentam-se as variagdes de N, e M, em

uma sec¢do transversal paralela ao eixo y, passando pelo ponto de
integracdo mais proximo do centro da laje, para a carga de ruptura
14,75 kKN/m’. Observa-se que as faixas proximas as bordas da laje
ficam solicitadas a flexo-compressdo, enquanto a faixa central esta
sob flexo-tragdo. Os esfor¢os de membrana sdo autoequilibrados na

superficie da laje, ou seja, JNdi = '[NydA = J.nydA =0.

4 4 A
y (cm)A Bordo da laje
400
" Flexo-compresga
Laje L1
p=14,75 kN/m?2 o
i}
On
o
200 S
N, =
x
o
L
~ = Hlexo-comprespao*
0

»
>

Bordo da laje X

Fig. 7.1.4 — Esfor¢os Nx e Mx em uma se¢do transversal passando
pelo centro da laje na carga de ruptura

Na Fig. 7.1.5, apresenta-se a variagdo do momento fletor M
na secdo transversal paralela ao eixo y, para a carga de servigo
Pr =5,0kN/m’. Observa-se que M, tem uma variagio senoidal,

como no caso eléstico linear. Isto ocorre porque a laje esta no estadio
I para a carga de servigo.

Comparando as figuras 7.1.4 e 7.1.5, verifica-se que a distribu-
icdo de M , na ruptura ¢ totalmente diferente daquela fornecida pela
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e 12,75 kN/m® (para ¢ = 0): o processo foi interrompido apés 500
iteragdes sem convergéncia (ou seja, ndo se chegou até a ruina real).
e 17,50 kN/m? (para @ =2,5): ocorreu deformagéo plastica exces-
siva (deformagdo do ago maior que 10%, em um ponto de integragdo
no centro da laje).

As relagdes entre as cargas de ruptura e a carga de célculo

Dg = 7,70kN/m’ sdo: 1,66 (para @ =0) e 2,27 (para ¢ =2.5). A
relacdo entre a flecha na ruptura e a espessura da laje ¢ de 0,87 (para
@=0)e 1,65 (para ¢ =2,5).

As flechas obtidas para a carga quase permanente
P, = 4,45kN/m” sio as seguintes: W, = 5,0 mm e W, =187 mm.
Observa-se que esses valores sdo bem proximos daqueles fornecidos
na Tabela 7.1.3, obtidos através do calculo elastico linear.

15 —
Laje L4
12 — 2,5
£,
£ o
< |\ ] P4=1.4p:
e e p,=6,55 kN/m? _
> 6 Pk
26| T P
o . __P~9t03q
3 —
0 T I T I T I T I T I
0 30 60 90 120 150

Flecha no centro da laje (mm)

Fig. 7.1.8 — Curvas carga-flecha para a laje L4
E) A colaboracio do concreto tracionado

O concreto tracionado entre fissuras tem uma importancia sig-
nificativa sobre o comportamento das lajes, tanto na reducdo das
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Tabela 7.5.1 — Cargas de ruptura — lajes com restrigoes horizontais

Laje Py (D Pu ) Pu 3) Py 4)

kN/m? kN/m? kN/m? kN/m?
L1 14,75 2475 9,31 28,06
L2 13,25 19,25 8,06 20,06
L3 14,75 17,00 8,49 18,57
L4 12,75 18,75 8,88 20,88

(1): ndo linear sem impor restrigdes horizontais
(2): ndo linear com restrigoes horizontais nos quatro lados
(3): equagdo (7.1.5), derivada da teoria de placas

(4): equacgdo (7.1.5) + h2fck /12 = uso da equacdo (7.5.1)

Em todo o estudo apresentado neste capitulo, considerou-se
que os apoios das lajes eram indeslocaveis no plano vertical, ou seja,
tratou-se apenas de lajes sobre apoios rigidos. Conforme foi ampla-
mente discutido no Volume 2, as deformacdes das vigas de apoio
aumentam as flechas e os momentos fletores positivos no centro das
lajes. Para uma correta avaliagdo dos esforcos solicitantes e das fle-
chas das lajes, € necessario fazer uma analise ndo linear do pavimen-
to completo, incluindo todas as lajes e todas as vigas do pavimento.
Essa analise requer um grande esfor¢co computacional, tornando-se,
até mesmo, inviavel para o projeto estrutural. Os métodos simplifica-
dos para a consideracdo das deformagdes das vigas de apoio podem
ser consultados no Volume 2.




Capitulo 8

VIGAS SOBRE BASE ELASTICA

8.1 — O modelo de solo de Winkler

O projeto das estruturas de fundagdo requer o conhecimento
das caracteristicas do solo, bem como de sua interacdo com os ele-
mentos estruturais. Em geral, adotam-se simplificacdes no projeto,
devido a complexidade do problema de intera¢do solo-fundagdo-
estrutura. As sapatas, por exemplo, s3o dimensionadas com base em
uma distribui¢ao simplificada das pressoes de contato, como mostra-
do na Fig. 8.3.1 do Volume 4. Para as sapatas continuas sob pilares,
empregam-se as pressdes de contato da Fig. 8.3.6 do Volume 4. Em
ambos os casos, sdo feitas distingdes entre sapatas rigidas e sapatas
flexiveis, com base em um critério puramente geométrico.

Para realizar uma analise mais consistente, € necessario consi-
derar as deformagdes do solo produzidas pela carga transmitida pelo
elemento de fundagdo. O solo sob a fundagao se deforma para baixo
e se curva lateralmente, o que permite que a fundacdo se acomode
[31]. As argilas saturadas se comportam, aproximadamente, como
um material elastico sob a carga. Aplicando-se uma pressao uniforme
g sobre sua superficie, tanto a drea carregada quanto a superficie

adjacente se deformam, como mostrado na Fig. 8.1.1.

Fig. 8.1.1 - Perfil de deformagdo de uma fundacao flexivel
carregada uniformemente em um solido eldstico como uma
argila saturada [31]

Os recalques ou assentamentos, Wy nos cantos € w, no centro
de uma area carregada quadrada de lado B, sdo dados por
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0,42gB
nos cantos: w = R (8.1.1)
EO
0,84¢B
no centro: Wy = ’E—q (8.1.2)

o

onde £, é 0 modulo de elasticidade do solo™ [31].

Se a superficie carregada for retangular, podem-se empregar
essas mesmas equagdes, de forma aproximada, adotando-se

B = \/Z, onde A ¢ a area carregada.

Os solos ndo coesivos, como as areias, submetidos a uma car-
ga uniforme se deformam com uma concavidade para baixo, como
ilustrado na Fig. 8.1.2. Como o solo préximo dos bordos da area car-
regada ndo esta confinado lateralmente, ele ¢ empurrado para fora
pela pressdo lateral do solo que estd mais proximo do centro, defor-
mando-se mais pela falta de suporte. O solo do centro esta confinado
e possui um modulo de elasticidade maior que o solo dos bordos. Por
isso, os recalques nos bordos sdo maiores que no centro.

Area carregada estreita Area carregada larga

Fig. 8.1.2 — Perfil de deformagdo de uma fundagdo flexivel
carregada uniformemente em um solo ndo coesivo [31]

As pressdes uniformes nao sdo usuais. Elas podem ocorrer sob
grandes tanques de petroleo e derivados, por exemplo, nos quais o
fundo ¢ uma fina placa de aco apoiada diretamente sobre o solo ou
sobre uma laje de concreto de pequena espessura. De um modo geral,
as pressoes sob uma fundagdo dependem das caracteristicas de rigi-
dez do solo e da fundagao.

Uma maneira de se calcular essas pressdes ¢ por meio de um
solo imaginario, representado por um conjunto de molas elésticas,

* Neste livro utiliza-se o simbolo Eo para o mddulo de elasticidade do solo,
para ndo confundir com Es = modulo de elasticidade do ago.
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Fig. 8.1.4 — Modelo de Winkler para analise de estacas com
carregamento horizontal

8.2 — Analise de vigas sobre base elastica

Na Fig. 8.2.1, apresenta-se uma viga elastica apoiada direta-
mente sobre o solo. A rigidez a flexdo da viga é EI ¢ o coeficiente
de reagdo do solo ¢ k,, KN/m’. Se a largura da viga é b , o solo reage
com uma forga para cima igual a k,bw kN/m, onde w ¢ a deflexdo

da viga em metros. Logo, a viga sobre base elastica pode ser analisa-
da considerando o modulo de reagio k =k, b kN/m’, como esta

indicado na Fig. 8.2.1.

Fig. 8.2.1 — Viga sobre base elastica
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8.5 — Exemplo de calculo de um canal

Na Fig. 8.5.1, apresenta-se a secdo transversal de um canal de
concreto armado destinado ao escoamento de agua. Como o canal ¢
continuo, o problema se reduz a uma analise de sua secdo transversal,
considerando um comprimento unitario na direcdo longitudinal. Se
as paredes tiverem contato com o solo, ¢ necessario fazer dois calcu-
los: considerando o canal vazio e submetido ao empuxo de terra de
fora para dentro; considerando o canal cheio de agua e as paredes
submetidas a pressao hidrostatica de dentro para fora. Esse calculo ¢
0 mesmo que se faz para os reservatorios enterrados.

Neste exemplo, ndo sdo considerados os efeitos do empuxo de
terra. As paredes estdo submetidas apenas a pressdo hidrostatica de
dentro para fora. A laje de fundo se comporta como uma viga sobre
base elastica.

0,20 m 0,20 m|,,|
2,10 m
0,20 m
\ t /
¥
4,20 m

Fig. 8.5.1 — Canal para escoamento de dgua

Dados:
Concreto: f., =30MPa; E_. =28518MPa

E,, =28518x10% kN/m’
Solo: argila muito rija: &, = 48000 kN/m’ (Tabela 8.1.2)
Largura da viga: b =1m (largura unitaria na dire¢do longitudinal)

k = k,b =48000 kN/m’
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Relagédo wg/w,

! |
0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
Esbeltez Al

Fig. 8.6.3 — Relacdo entre as flechas w, / Wy

P (kN/m)

— T h=0,35m

I |
1=1,60m

Fig. 8.6.4 - Secdo transversal de uma sapata corrida sob parede

Impondo a restricio A/ <133, resulta E_ >147k. No
exemplo do canal visto anteriormente, tinha-se E_ =594k, valor

bem superior a0 minimo exigido.
Considerando o valor méximo recomendado para areias com-
pactas na Tabela 8.1.2, k, =160000 kN/m?, e como b = 1m, tem-se

k =160000 kN/m®. Logo, para que as pressdes de contato possam
ser consideradas uniformes, com um erro maximo de 10%, deve-se



Capitulo 9

METODOS NUMERICOS PARA ANALISE DE
VIGAS E PLACAS SOBRE BASE ELASTICA

9.1 — Analise de vigas e estacas pelo método dos elementos finitos

A formulacdo do método dos elementos finitos para a analise
de barras apoiadas em uma base elastica ¢ a mesma utilizada para os
pilares esbeltos, a qual foi apresentada no capitulo 9 do Volume 3. A
formulacdo é baseada no principio dos trabalhos virtuais e inclui a
ndo linearidade geométrica, o que permite analisar estacas esbeltas
submetidas a cargas horizontais. A Unica diferenca consiste na inclu-
sdo do termo correspondente a base elastica na equagdo do trabalho
virtual interno. Todas as demais relagdes apresentadas no Volume 3
permanecem validas.

A equacdo (9.4.5) do Volume 3 passa a ser escrita como

; /
OWin = _[0 (_ M5W,xx + N5u0,x + waxé‘W,x )dx * -[0 fowSwdx
(9.1.1)
dw d*w du,
onde: w =E s W = i » Mox = dx
x

Na equagdo (9.1.1), M =M (x) ¢ o momento fletor e

N=N (x) ¢ o esfor¢o normal em uma secdo transversal genérica da
barra. O campo de deslocamentos ¢ representado pela flecha
w= w(x) e pelo deslocamento axial u, =u, (x) O ultimo termo,
que foi acrescido a equagdo (9.4.5) do Volume 3, representa a contri-
buicdo da base elastica ao trabalho virtual interno.

O trabalho virtual devido as forgas externas aplicadas a barra é
dado por

/ / L
Mo, = [ a(x)Swdx + || p(x)Su,de+ Y F:6U;  (9.1.2)

i=1
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onde ¢(x) representa as cargas transversais distribuidas, p(x) ¢é
uma forga axial distribuida (como o peso proprio ou o atrito lateral
em estacas), F; e U; sdo forcas e deslocamentos generalizados.

O principio dos trabalhos virtuais estabelece a condi¢ao neces-
saria e suficiente para o equilibrio da barra na forma

W, = Wy (9.1.3)

Empregando o método dos elementos finitos, o eixo da barra ¢
discretizado em pequenos elementos com dois nos e trés graus de
liberdade por nd, como mostrado na Fig. 9.1.1.
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Zvy Fan
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I:4n

Fig. 9.1.1 - A¢ées e deslocamentos nodais do elemento

Empregando as fungdes de interpolagdo e o procedimento de-
talhado no capitulo 9 do Volume 3, obtém-se as seis equagdes de
equilibrio do elemento:

/
! " ! ’ ! 4 ! !
Fyp = [~ Mgdx+ [ N(gsU, + 505 + $5Us +$5U e

I
+'[0k(¢2U2 +PUz + ¢sU5 +¢6U6)¢2dx
(9.1.5)
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400 kN 500 kN 0,30
0,45 l,=5 m 1m
0,35
R vr0,15
0,20
I4 > -
L 1,55 m {
IY "

Fig. 9.2.5 — Sapata sob dois pilares

l4oo kN i500 kN

1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

12x0,50 m J
(

total = 13 elementos

Fig. 9.2.6 — Discretizagdo do eixo da viga

Supondo a sapata sobre uma argila muito rija com coeficiente
de reagdo k, =48000kN/m’ (Tabela 8.1.2) e sendo b=1,55m
(largura da sapata), tem-se k = k,b = 74400 kN/m”. Considerando
uma areia fofa acima do nivel d’agua, tem-se k, = 13000 kN/m’ e
k =k,b=20150 kN/m”.

O peso proprio da sapata ¢ 25x0,5538=13,85 kN/m. Na Fig.
9.2.7, apresentam-se as reacoes do solo considerando os mddulos de
reacdo para argila muito rija e areia fofa, juntamente com a reagdo
média 13,85 + (400 + 500)/6,45 = 153,38 kN/m. Conforme se ob-
serva, a pressdo no solo ¢ maxima nas extremidades da sapata corrida
e minima no centro. A pressao média, usualmente admitida no proje-
to de sapatas rigidas, so seria valida para um solo muito deformavel.
Essas concentragdes de pressdao decorrem da hipotese de solo elastico

linear. Considerando a ndo linearidade do solo, as pressdes se uni-
formizam, conforme sera mostrado na se¢éo 9.3.
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0 0
50 — — 50
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< 100 — 100
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o ] média = 153,38 kN/m |
e !
g 200 — 200
x ) 35+ areia fofa )
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®-8-® argila muito rija
300 — - 300

Fig. 9.2.7 — Reagdes do solo

Na Fig. 9.2.8, apresentam-se os diagramas de esforgo cortante.

350 — 1
4 ©-@-® argila muito rija

280 7] @8 areiafofa

210 4 --- sapata rigida

140 —

0

-70

140 —

-210 —

Esforco cortante (kN)

-280 —

-350 —

Fig. 9.2.8 — Diagramas de esforgos cortantes
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como ilustrado na Fig. 9.3.2-a. Em geral, considera-se p,,r entre

30% e 50% da pressdo de ruptura p,, .

Ps A A .
Ps modelo bilinear
Pul_ — Pmax_ | — ’I_
. e .
ensaio ¥™\_ensaio
o
Pref - |
I | Dmax=KaW
I J 1 max—RaWadm
| ka = pref/ Wref K |
[ y
| = | »
[ » [ »
Wref W Wadm w
(a) (b)

Fig. 9.3.2 — Relagdo pressdo-recalque obtida em prova de carga

Na bibliografia, ha varios modelos propostos para tentar repre-
sentar esse comportamento ndo linear do solo, o que da origem aos
denominados modelos de Winkler ndo lineares. Bowles [38], por
exemplo, sugere o modelo elasto-plastico perfeito da Fig. 9.3.2-b. O

modelo ¢ linear até a pressao p.« =Kk, W,4,, onde W, , € um

recalque maximo admitido para a fase linear.
Chandra et al. [42], baseando-se em 37 ensaios em placas rea-
lizados por diversos autores, propuseram a relacao

P, =kw—lkyw’ (9.3.9)

onde k; ¢ o coeficiente de reagdo linear (em kN/m’) e k, € o coefi-
ciente de reagdo nio linear (em kN/m”).

Infelizmente, as faixas de variagdo de k; e k, sdo muito
grandes, o que dificulta a escolha desses pardmetros do modelo.

Uma equagdo muito usada ¢

_ w
l/kt +W/pr

onde k, ¢ o coeficiente de reacdo tangente a origem da curva

Ps (9.3.10)

ps —w e p, €éovalor final da pressdo quando w — 0.
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todo o eixo da estaca. O atrito lateral f ¢ considerado como uma

carga uniformemente distribuida, de baixo para cima, no trecho de 14
m de comprimento.

1400 kN
100 kN
—>
|
5m
! pu (kN/m)
e L1 648
U
ft o
WoR
¢ N
f——if 194.4
14 m
ft
vLpp
[
secao transversal
f l t 194.4 da estaca

AN

Fig. 9.4.2 — Estaca com carga axial e carga lateral

O peso total da estaca ¢ 100,73 kN. Logo, a carga axial total é
igual a 500,73 kN. Admitindo que 80% dessa carga sejam resistidos

pelo atrito lateral, tem-se f 20,8(500,73/14):28,6 kN/m. Se o

atrito lateral ndo for considerado, a reacdo vertical na base da estaca
¢ igual a 500,73 kN. Considerando o atrito lateral, a reagdo na base ¢
igual a 100,33 kN. Logo, o diagrama de esforcos normais sofrera
grande influéncia do atrito lateral.

O concreto da estaca possui um modulo de deformagio longi-
tudinal £, = 28518 MPa. A ndo linearidade fisica da estaca ndo ¢
considerada.

A consideracdo do atrito lateral tem pouca influéncia sobre os
resultados, exceto em relagdo aos esfor¢cos normais na estaca. Porém,
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como a estaca esta submetida a flexo-compressdo, as armaduras obti-
das no dimensionamento sofrerdo influéncia do atrito lateral.

Na Fig. 9.4.3, apresentam-se as deformadas da estaca para o
caso linear geométrico e para o caso ndo linear geométrico. O deslo-
camento horizontal méaximo, no topo da estaca, ¢ de 160 mm para o
caso linear geométrico e de 178 mm quando a ndo linearidade geo-
métrica € considerada. O fator de amplificacdo ¢ 178/160=1,11.

0- .-
1- -

2 - =

3 S

4 =" Superficie do solo

Posigado x (m) a partir do topo

15 — —— Linear geométrico

16 <

17 — --- N&o linear geométrico

18 —

19 ] l ] l ] l ] l ] l ] l ) l ) l ) l

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Deslocamento transversal y (mm)

Fig. 9.4.3 — Deformadas da estaca

Na Fig. 9.4.4, apresentam-se os diagramas de momentos fleto-
res. Observa-se que a parte inferior da estaca fica submetida a mo-
mentos positivos, ao contrario da parte superior. Os momentos ma-
ximos negativos, em valor absoluto, sdo iguais a -595 kNm para o
caso linear geométrico e -655 kNm quando a nfo linearidade geomé-
trica € considerada. O fator de amplificagdo € 655/595=1,10.

Na Fig. 9.4.5, apresentam-se os diagramas de esfor¢os normais
para os casos em que se considera o atrito lateral f = 28,6 kN/m e

para f =0. Conforme se observa, os esforcos normais sdo forte-
mente influenciados pelo atrito lateral na estaca.
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300

=—————— =833,33kN/m’
0,60x0,60

p

Além disso, deve-se acrescentar o peso proprio da laje, que
vale 10 kN/m” para todos os elementos.

_r p

N

5 a=30 a
& 7] b=20
T 2 P e
) Ih/2
4 a+h

, A=180 cm J

N 4|

Fig. 9.5.2 — Sapata isolada com espessura constante

Na Fig. 9.5.3, apresenta-se a discretizacdo de um quarto da
laje, para aproveitar a dupla simetria. As condigdes de contorno nos
dois eixos de simetria sdo indicadas na figura. Os elementos hachu-
rados sdo submetidos a uma carga de 843,33 kN/m’. Nos demais

elementos, considera-se apenas a carga de 10 kN/m”.
>

YA 0,=0 v=0
e i \

77
7/
7/

Ox
5B

6 elementos de 10 cm

6 elementos de 15 cm

Fig. 9.5.3 — Discretizagdo de 1/4 da laje



Capitulo 10

FUNDAMENTOS DA ANALISE
ESTRUTURAL PROBABILISTICA

10.1 — O método dos coeficientes parciais de seguranca

Os atuais procedimentos de projeto das estruturas sdo baseados
nos denominados estados limites. No caso das estruturas de concreto
armado, consideram-se os estados limites de utilizacdo e os estados
limites Gltimos. Nos primeiros, analisa-se 0 comportamento da estru-
tura sob a acdo das cargas previstas em fungdo da sua finalidade.
Assim, consideram-se as cargas nominais (cargas caracteristicas) ¢ as
propriedades médias dos materiais, verificando-se a estrutura em
relacdo ao estado limite de deformagdes excessivas e ao estado limite
de abertura das fissuras.

Nas verificagdes relativas aos estados limites tltimos, sdo in-
troduzidos coeficientes parciais de seguranga para majorar as agoes €
minorar as resisténcias dos materiais (aco e concreto). Os coeficien-
tes parciais de seguranga sdo definidos em normas especificas em
funcdo das combinagdes das agdes, conforme foi visto no capitulo 3
do Volume 1. A partir das a¢des majoradas (agdes de calculo), de-

terminam-se os esforgos solicitantes de calculo S;, empregando

algum tipo de analise estrutural: analise linear, analise linear com
redistribui¢do de esforgos, analise plastica, analise ndo linear. Consi-
derando as resisténcias de calculo dos materiais (as resisténcias mi-

noradas), determinam-se os esforgos resistentes de calculo R, para

os diversos tipos de solicitagdo: flexdo simples ou composta, cisa-
lhamento, tor¢do, etc. A seguranca estrutural é comprovada se

R,; = §,; em todos os pontos ou segdes transversais da estrutura.

Esse método leva em conta alguns aspectos probabilisticos do
problema, uma vez que os valores dos coeficientes parciais de segu-
ranga sdo definidos em func¢do do grau de incerteza ou de variabili-
dade das agdes e das propriedades dos materiais. Por isso, adota-se
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7y =115 paraoagoe y,. =14 para o concreto, pois se admite que

as propriedades do concreto possuam uma maior variabilidade que as
propriedades mecanicas do ago, dadas as diferencgas nos processos de
fabricagdo e controle desses materiais.

Apesar desses importantes avancos em relagdo ao antigo mé-
todo das tensdes admissiveis', alguns aspectos do problema continu-
am sendo tratados de maneira deterministica. Por exemplo, nenhuma
referéncia ¢ feita em relagdo as variagdes espaciais das resisténcias
dos materiais na estrutura. As condi¢des de contorno, posi¢cdes das
cargas e dimensodes dos elementos estruturais também sao tratadas de
maneira deterministica.

Considere-se a viga biapoiada da Fig. 10.1.1, submetida a uma
carga de calculo p; uniformemente distribuida. Admite-se que a

carga seja deterministica e que os apoios ndo conferem nenhum en-
gastamento parcial a viga. Assim, o diagrama de momentos fletores

de calculo M ; ¢ conhecido deterministicamente e ¢ representado
pela parabola do segundo grau mostrada na figura.

Pd

IVlrd,max

Fig. 10.1.1 — Viga com resisténcia variavel ao longo do vdo

O dimensionamento da viga ¢ feito para 0 momento fletor ma-
ximo solicitante no meio do vdo, M ; ... . As armaduras sdo obtidas

de forma que M ;. =M, 4 max, onde M ¢ o momento

rd ,max

fletor resistente com as propriedades de calculo. Se esse momento

' A norma de fundag¢des NBR-6122 ainda permite o uso do método dos
fatores globais de seguranca, conforme visto no capitulo anterior.
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Y,=10
8Y,=0,20

-0 p=25%
66— p=30%
+——+ p=35%

Probabilidade acumulada F(Y )

L LA B B B
4 6 8 10 12 14 16 18 20
Variavel de valor extremo Y,

Fig.10.4.2-Fungdo de probabilidade acumulada de valores extremos
10.5 — Geracao de variaveis aleatorias

Diversos métodos para analise estrutural probabilistica tém
sido pesquisados e bastante difundidos na bibliografia. Em geral,
empregam-se o método de Monte Carlo, o método de Monte Carlo
com expansdo de Neumann e técnicas de perturbacdo, que sao obti-
das a partir de expansoes da resposta estrutural em série de Taylor
em fun¢do das variaveis aleatorias envolvidas [52].

O método de Monte Carlo constitui a forma mais simples e
evidente para a realizagdo de uma analise probabilistica e, por isso, ¢
largamente empregado. Nesse método, as propriedades dos materiais,
as cargas, ou outra variavel aleatoria sdo introduzidas por simulagdo
digital. Uma rotina gera nimeros aleatorios que passam a representar
as variaveis do problema. Assim, utiliza-se 0 mesmo modelo de ana-
lise estrutural deterministica, sem qualquer alteracdo significativa.
Além disso, o método de Monte Carlo ¢ estatisticamente consistente
e serve para testar a validade de outras técnicas mais simplificadas.

Assim, a primeira providéncia ao empregar o método de Mon-
te Carlo consiste na geracdo de amostras das variaveis aleatdrias en-
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terminada pelo evento S < 1. Outros métodos para determinagdo da
confiabilidade podem ser encontrados nas referéncias [49,53].

De acordo com a equagéo (10.6.4), se R >0 tem-se uma situ-
acdo segura; se R <0 tem-se uma situagdo de falha. O estado limite
¢ dado pela condi¢do R =0. Uma interpretacao geométrica dessas
condigdes pode ser obtida, definindo-se as variaveis reduzidas

Xr:Pu_luPu : Y/:Ps_:uPs
O py O pg
onde:

Up, € Op, =média e desvio padrio da carga de ruptura;
Up, € Op,=média e desvio padrdo da carga solicitante.
Substituindo (10.6.8) em R = P, — P, = 0, resulta

GPuX’_GPsY’+/‘Pu —Hpy = 0

que € uma reta, como mostrado na Fig. 10.6.1.
Y’A

Situagao de falha
R<0

R=0
d

Situacao segura
R>0

(10.6.8)

(10.6.9)

A .

/ 0

X

Fig. 10.6.1 — Fungdo de falha no espago das variaveis reduzidas

A distancia da reta de falha R =0 até a origem ¢
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| P,=1500 kN

4.00

3.90 —
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G,=1200 kN  Q,=300 kN

indice de confiabilidade B
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0 2000 4000 6000 8000 10000
Numero de simulagdes

Fig. 10.8.2 - Variagdo do indice de confiabilidade com
o numero de simulagoes (compressdo simples)

O indice de confiabilidade depende da combinagao das varia-
bilidades de todas as variaveis aleatorias envolvidas. Como o aco
apresenta menor variabilidade que o concreto, o indice de confiabili-
dade aumenta com o crescimento da taxa de armadura. Desse modo,
quanto maior for a for¢ca normal de compressdo solicitante, maior
serd a armadura obtida no dimensionamento ¢ maior serd o indice de
confiabilidade. Esse efeito é mostrado na Fig. 10.8.3, onde se consi-

deram diversas relagdes Oy / (Gk + Qk) entre a carga variavel e a
carga total de servigo.

De acordo com as Tabelas 10.6.1 e 10.6.2, o indice de confia-
bilidade minimo exigido pelo MC-FIB 2010 e pela EN 1990 para os

edificios ¢ S, =3.8. Esse valor so ¢ alcangado para uma taxa de
armadura elevada, como se verifica pela Fig. 10.8.3. Entretanto, na
analise tedrica foi considerado um coeficiente de variacdo
0 =0,20 para a resisténcia do concreto. Esse coeficiente €, pro-
vavelmente, bem superior ao coeficiente de variagdo que seria verifi-

cado na estrutura. Como o problema ¢ de compressao simples (a se-
¢do se encontra totalmente comprimida), a contribui¢do do concreto
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¢ muito importante na capacidade resistente, o que afeta diretamente
o valor do indice de confiabilidade.

4.2 —
1  P.=2000 kN; p=3,86% 8,=0,20
Q.
(0]
©
©
o
_§ - P,=1500 kN; p=1,85%
8 367 M
o -
(0]
© 34 P,=1200 kN; p=0,64%
ks} _k'/|._—-|——|—|—|—~—|\|___|\|_
= 1
= 3.2
3.0 ] I ] I ] I T I
00 02 04 08 1.0
Relagéo Q/(G,+Q,)

Fig. 10.8.3 — Variagdo do indice de confiabilidade com o crescimen-
to da carga e da taxa de armadura (5fc =0,20)

A NBR-12655 [55] considera, para efeito de dosagem do con-
creto na condi¢do de preparo A (condi¢do valida para todas as clas-

ses de resisténcia), um desvio padrdo o . = 4,0MPa. A resisténcia

média ¢ dada por f., = fy +1,6450 ;. Com isso, resultam os

coeficientes de variagdo da Tabela 10.8.3.

Tabela 10.8.3- Coeficientes de variagdo para dosagem (NBR-12655)

f ck (MPa) f cm (MPa) g fc
20 26,6 0,15
30 36,6 0,11
40 46,6 0,09
50 56,6 0,07




Capitulo 11

MODELOS DE FISSURACAO

11.1 — Modelos para previsao da abertura das fissuras

A estimativa da abertura das fissuras em elementos de concre-
to armado ¢ extremamente imprecisa. Isto se deve a influéncia da
retracdo e da evolucdo das propriedades do concreto com a idade,
bem como a grande dispersdo dos resultados experimentais. Diversos
autores tém proposto modelos para calculo do espagamento e da
abertura das fissuras, os quais sdo elaborados a partir de um dado
conjunto de ensaios. Um bom apanhado desses modelos pode ser
encontrado em [58].

Em geral, os modelos podem ser classificados como: modelos
de aderéncia-escorregamento (bond-slip models), modelos sem es-
corregamento (no-slip models) e modelos combinados (combined
models).

Nos modelos de aderéncia-escorregamento, admite-se que a
abertura das fissuras é governada pelo escorregamento entre a barra
de aco e o concreto. Esse é o tnico modelo tedérico com demonstra-
¢do matematica, como o modelo do CEB/90 [1], conforme demons-

trado no capitulo 7 do Volume 2. Nesse caso, a abertura w;, da fis-

sura ¢ igual ao dobro do escorregamento. A abertura das fissuras
depende da qualidade da aderéncia (funcdo da resisténcia a tragao do
concreto e da conformacao superficial da barra de ago), do didmetro

¢ dabarra e da taxa de armadura p,, em uma area efetiva.

Nos modelos sem escorregamento, admite-se que a abertura da
fissura € nula no contato com a barra de ago e aumenta em direcdo a
superficie do concreto. Assim, a abertura das fissuras depende uni-
camente do cobrimento ¢, sendo independente dos fatores anterior-
mente mencionados.

Os modelos combinados consideram ambos os efeitos, de mo-
do que a abertura das fissuras ¢ obtida por uma superposi¢do desses
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dois mecanismos. As vezes, também ¢ incluido o espagamento das
barras nos modelos combinados.
Na Fig. 11.1.1, ilustram-se esses trés modelos.

Wi Wy o€ ——
pse

No-slip model

se

Combined model

Fig. 11.1.1 — Comparagdo dos modelos para calculo da abertura

das fissuras (reproduzido da ref. [59])

O modelo do CEB/90 [1] ¢ do tipo aderéncia-escorregamento.
A NBR-6118 [5] utiliza duas expressdes para o calculo da abertura
das fissuras, sendo uma derivada de um modelo do tipo aderéncia-
escorregamento ¢ outra correspondente a um modelo combinado. Até
o0 ano de 1995, o ACI 318 [4] adotava um modelo do tipo sem escor-
regamento. A partir da edigdo de 1999, o ACI 318 abandonou o cal-
culo da abertura das fissuras, passando a especificar um espagamento
maximo para as barras de ago. O CEB/78 [10], EHE [18], EC2 [2] ¢
MC-FIB 2010 [3] adotam um modelo combinado. Esses modelos sdo
analisados neste capitulo, mostrando-se as diferencas entre os mes-
mos.
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sendo A a altura total da se¢do, d a altura util e x a profundidade
da linha neutra no estadio II.

Como uma simplificagdo, pode-se adotar f =1,35 para as
lajes e f# =1,20 para as vigas.

A area efetiva € dada por

_2bd’

e
m

A (11.4.3)

sendo b a largura da segdo transversal, d’ a distancia do centroide
da armadura até a borda tracionada e m o numero de barras da ar-
madura tracionada.

Na Fig. 11.4.1, indicam-se os parametros do modelo.

-
X
| linhaneutra |
d h
d!
de
v

Fig. 11.4.1 — Pardmetros do modelo de Gergely-Lutz

Deve-se observar que o diametro das barras de aco ndo ¢ con-
siderado de forma explicita na equacdo (11.4.1). Entretanto, ao redu-
zir o didmetro das barras, usando um grande numero de barras para
se obter uma dada area de aco, tem-se um aumento do parametro m
e uma reducdo da area efetiva A,. Consequentemente, a equagao

(11.4.1) fornecera uma menor abertura das fissuras.
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diferem pouco do CEB/90. A média da relagdo wy / Wy .cEB/90 Dara

esses métodos varia entre 0,90 e 1,10, aproximadamente, indicando
que os métodos de 1 a 5 sdo equivalentes para a estimativa da abertu-
ra das fissuras.

Por outro lado, o modelo do MC-FIB 2010 (métodos 6 ¢ 7)
fornece uma abertura de fissura excessiva, devendo ser revisado para

ajustar os coeficientes que multiplicam ¢ e ¢/ Pse -

Atualmente, ha uma tendéncia nas normas de projeto de se uti-
lizar um modelo combinado para o calculo da abertura das fissuras.
Nesses modelos, a abertura das fissuras é calculada como

Wi =S, max (Esm — Eem + R en) (11.8.1)

com algumas diferencgas no calculo de (Ssm — & T REL, )

A forma mais usual para o espagamento maximo entre as fis-
suras ¢ uma combinagdo do cobrimento ¢ e do pardmetro @/, .

Assim, S, ,x € escrito como

Sr,max o ctoy (¢/pse) (11.8.2)

onde a; e a, sdo coeficientes que retratam os pesos das varidveis
¢ e ¢/ p,, naabertura das fissuras.

As normas de projeto manipulam esses coeficientes, propor-
cionando diferentes métodos para calculo de wy, . Considerando ape-

nas barras nervuradas e o problema de flexao simples, obtém-se:
EC2 [2]: o =34 ;a,=017
AS 3600 [60]: o =34 ;a,=0,12
CEB/90 [1]: o, =00 ; a, =028
MC-FIB 2010 [3]: a; =2,0 ; a, =028

onde foi incluida a norma australiana AS 3600/2018.
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