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Dimensionamento a flexdo simples de se¢des transversais de
concreto armado com énfase na ductilidade

Design of reinforced concrete cross sections subject to flexure with
emphasis in the ductility

José Milton de Araujo
Escola de Engenharia - FURG - Rio Grande, RS

RESUMO: O objetivo deste trabalho € analisar a influéncia da profundidade relativa da linha neutra,
adotada no dimensionamento a flexdo simples, sobre a ductilidade de vigas e lajes de concreto armado. O
trabalho compreende uma ampla revisdo sobre o0s critérios adotados pelas principais normas internacionais;
a elaboracdo de um modelo ndo linear para analise de secdes de concreto armado sob flexdo simples; a
verificacdo da ductilidade obtida no dimensionamento; a constatacdo do aviso prévio da ruptura através do
tamanho da abertura das fissuras. Desse estudo, conclui-se que ndo se deve realizar o dimensionamento a
flex@o simples considerando todo o dominio 3, como tem sido feito tradicionalmente. Para a obtencdo de
uma ruptura ductil e com aviso prévio, é necessario limitar a profundidade da linha neutra, eliminando-se
parte do dominio 3. O critério do CEB é sugerido como sendo o mais adequado para a realizacdo do
dimensionamento com ruptura ductil.

ABSTRACT: The subject of this work is to analyze the influence of the relative depth of the neutral axis,
adopted in the flexure design, on the ductility of reinforced concrete beams and slabs. The work contains a
wide revision on the criteria adopted by the main design codes; the elaboration of a non-linear model for
analysis of reinforced concrete cross sections under flexure; the verification of the ductility obtained in
design; the verification of the warning of rupture through the cracks opening. Through this study, it is
concluded that the flexure design should not consider the whole domain 3, as it has been done
traditionally. To obtain ductile failure with warning of rupture, it is necessary to limit the depth of the
neutral axis, being eliminated a portion of the domain 3. The CEB criterion is suggested as being the most
appropriate for flexure design with ductile failure.

1. INTRODUCAO

No dimensionamento a flexdo simples ou
composta das secdes transversais de concreto
armado, adotam-se as seguintes hipoteses [1]:

e as secOes transversais, inicialmente planas e
perpendiculares ao eixo do elemento estrutural,
permanecem nessa condi¢do apos as deformacgtes
do elemento; isso implica que as deformagodes
normais tenham uma variacao linear ao longo da
altura das secdes transversais.

e admite-se a condicdo de aderéncia perfeita entre
as barras de aco e o concreto; com isso, as
deformagdes normais das armaduras sao
calculadas a partir da mesma variacdo linear
empregada para o concreto.

e despreza-se totalmente a resisténcia a tracdo do
concreto; todo o esforco de tracdo, no estado limite
ultimo, deve ser resistido unicamente pelas
armaduras.

Além dessas hipoteses fundamentais, devem ser
escolhidos os diagramas tensdo-deformagéo para o
concreto comprimido e para 0 ago, bem como o
critério de ruptura.

Para o concreto em compressdo, pode-se
empregar 0  diagrama  parabola-retangulo
representado na fig. 1, como sugerido na NBR-
6118[2] e demais normas de projeto.
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Fig. 1 — Diagrama paréabola-retangulo para o
concreto em compressdo

Na fig. 1, &, e o representam a deformacéo e
a tensdo de compressdo, respectivamente, e fy é

a resisténcia a compressdo de calculo do concreto,
dada por

fea = fox /7/c (1)

onde f, € a resisténcia caracteristica a
compressdo e y. € um coeficiente parcial de

seguranca.

Esse coeficiente pode variar conforme a norma
de projeto, bem como com as condi¢bes de
concretagem. De acordo com a NBR-6118, em
condigdes normais de concretagem e para as
combinagbes normais das agles no estado limite
ultimo, deve-se adotar y. =1,4.

As deformag0es ¢, e g, indicadas na fig. 1 séo
variaveis, conforme o valor de f . Entretanto, no

projeto estrutural, é usual adotar os valores médios
&, =0,002 e ¢, =0,0035.

Para os acos, adota-se o diagrama tensdo-
deformacdo indicado na fig. 2. Esse diagrama é
usado para tragdo e para compressao.

Na fig. 2, &5 e o representam a deformacéo e

a tensdo nas barras de aco, respectivamente. A
tensdo de escoamento de calculo f,4 é dada por

fyd = fyk/75 (2)

onde f,, € atensdo de escoamento caracteristica

do aco e y, =115 é o coeficiente parcial de

seguranca, adotado para as combinagdes normais
de ac¢Bes no estado limite ultimo [2].

yd 85
Fig. 2 — Diagrama tenséo-deformacéo dos agos
para concreto armado para projeto

A deformagdo de escoamento de calculo, &4, €
dada por

— ©

onde Eg é o modulo de elasticidade longitudinal

do aco.

O diagrama da fig. 2 € sugerido nas principais
normas internacionais, ndo se fazendo distingcéo
entre 0s acos laminados a quente e 0s acos
encruados a frio.

Entretanto, em relacdo ao valor do modulo de
elasticidade do aco, a NBR-6118 difere de todas as
principais normas internacionais, como se observa
na tabela 1.

Tabela 1 — Valor do mddulo de elasticidade do aco
segundo diversas normas de projeto

Norma Ano | Ref. | E,(GPa)
NBR-6118 2003 | 2 210
CEB/78 1978 | 3 200
CEB/90 1990 | 4 200
DIN-1045* 2001 | 5 200
EC2 2004 | 6 200
ACI 1995 | 7 200
EHE 2007 | 8 200
AS 3600 2005 | 9 200
BS 8110** 1997 | 10 200
Normas que passaram a adotar 0 EC2:

* substituida por DIN EN 1992-1-1:2004

** substituido por BS EN 1992-1-1:2004

Conforme se observa, todas as normas adotam
E; =200GPa como valor do modulo de

elasticidade dos agos para concreto armado, exceto



Teoria e Pratica na Engenharia Civil, n.14, p.1-13, Outubro, 2009 3

a NBR-6118. Esse fato foi alertado pelo Autor em
artigo com comentarios sobre a NBR-6118,
guando a mesma ainda se encontrava na fase de
projeto [11].

N&o é de conhecimento do Autor que esse valor
E; =210GPa tenha embasamento experimental

que justifiqgue a divergéncia da NBR-6118 em
relacio a todas as normas internacionais
relevantes. Ao contrario, acredita-se que esse valor
tenha sido deixado na versdo de 2003 da NBR-
6118 por puro esquecimento, ou sua alteracao foi
considerada de menor importancia, sendo mantido
no texto como um valor convencional que vinha
sendo adotado desde a NBR-6118 de 1978.

Sendo assim, o Autor tem sugerido, em diversas
publicacdes, que a NBR-6118 seja alterada,
passando a adotar E; =200GPa, como fazem as

demais normas. Alias, deve-se observar que 0S
contetdos presentes na NBR-6118 foram extraidos
dessas normas internacionais, em particular, do
CEB/90[4]. Desse modo, ndo ha justificativa para
se adotar um valor diferente para o modulo de
elasticidade dos agos. Por isso, adota-se neste
trabalho o valor E; =200 GPa.

Além das hipdteses admitidas anteriormente, é
necessario estabelecer o critério de ruptura das
secOes de concreto armado sob flexdo simples e
composta. Esse  critério  corresponde  aos
conhecidos dominios de dimensionamento,
adotados na NBR-6118[2], com origem no
CEB/78[3].

No caso especifico da flexdo simples, o
equilibrio s6 pode ser garantido nos dominios 2, 3
e 4, representados na fig. 3 (ver ref.[1]).

3,50/00

O

100/00 %/d

Fig. 3 — Dominios em flexdo simples

Em funcdo do tipo de ruptura em flexdo
simples, as pecas de concreto armado sao

classificadas como subarmadas, normalmente
armadas e superarmadas, como na ref. [1].

As pecas superarmadas sdo aquelas que
rompem no dominio 4. Em virtude do excesso de
armacao, 0 aco ndo chega a escoar e a ruptura
ocorre por esmagamento do concreto. A ruptura €
fragil, brusca ou sem aviso prévio. Essas pecas
devem ser evitadas, pois, além de ndo darem aviso
prévio da ruptura, o ago ndo é integralmente
aproveitado. No projeto de vigas, consegue-se
evitar esse tipo de situacdo com o emprego de
armadura dupla (uma armadura tracionada e outra
comprimida).

2. DIMENSIONAMENTO DE SECOES
RETANGULARES COM ARMADURA
SIMPLES

Na fig. 4, representa-se uma sec¢do retangular de
concreto armado com armadura simples,
submetida ao momento fletor de calculo M .
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Fig. 4 — Secdo retangular com armadura simples

Para caracterizar a secdo
introduzida a seguinte notacéo:
b = largura da se¢do; h = altura da secéo;
d = altura atil (¢ a distancia do centroide da
armadura até a borda comprimida);
A, = area da secéo da armadura tracionada.

transversal, &

Como uma alternativa ao diagrama parabola-
retingulo  descrito  anteriormente,  pode-se
empregar o diagrama retangular da fig. 5 para a
realizacdo do dimensionamento. O emprego desse
diagrama retangular simplifica bastante as
equacOes de dimensionamento e fornece resultados
compativeis com o diagrama parabola-retangulo.

Na fig. 5, x representa a profundidade da linha
neutra, medida a partir da borda comprimida da
secdo. Empregando o diagrama retangular,
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considera-se que a se¢cdo € comprimida com a
tensdo constante o,y =085f,y até uma

profundidade 0,8x.
XL / O'SXL
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Fig. 5 — Diagrama retangular para o concreto

Conforme ja foi salientado, no dominio 4 ocorre
uma ruptura fragil que deve ser evitada. A ruptura
nos dominios 2 e 3 é do tipo ductil, ou com aviso
prévio, o que é sempre desejavel. Portanto, o
dimensionamento com  armadura  simples
pressupde gque a ruptura ocorre no dominio 2 ou no
dominio 3.

Para realizar o dimensionamento com armadura
simples, basta empregar as duas equacles de
equilibrio, como é detalhado na ref. [1]. As
seguintes equacdes finais sdo obtidas:

£ =1250-1- 2 (4)

A, =0,8£hd T&' (5)

yd
onde 0 momento reduzido x é dado por

Mg
bd 2o

H= (6)

A equacdo (4) permite obter a profundidade
relativa da linha neutra, &=x/d. Substituindo
esse valor na equacédo (5), obtém-se a area de aco
A .

Essas equacdes devem ser utilizadas enquanto
E<&im, onde &y, € um valor limite para a
profundidade da linha neutra capaz de assegurar
uma ruptura dactil.

Durante muito tempo, o dimensionamento com
armadura simples foi feito considerando todo o
dominio 3, ou seja, admitindo-se a restricao
X< Xy, onde x, representa a profundidade da

linha neutra no limite entre os dominios 3 e 4,

como indicado na fig. 6. Esse procedimento,

inclusive, foi conservado na ref. [1].
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v .
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Fig. 6 — Profundidade limite da linha neutra para
garantir ductilidade adequada

A condicdo de deformacdo no limite entre os
dominios 3 e 4 é usualmente denominada de
“deformacdo balanceada”[7]. A profundidade da
linha neutra nessa condicao balanceada é dada por

350
Xp = d (7)

35/0+6‘

Neste caso, a profundidade relativa da linha

neutra é
35 / -

b_35/0+g

e sO depende do aco empregado, sendo
independente da resisténcia a compressao do
concreto.

Considerando os agos CA-50 e CA-60,
fya = fy /115 e E; =200GPa, obtém-se os

seguintes valores:

(8)

&, = 0,617 para 0 aco CA-50;
&, = 0,573 para 0 ago CA-60.

Assim, nesse procedimento tradicional, realiza-
se 0 dimensionamento com armadura simples
sempre que £ <&, .

E importante ressaltar que as vigas projetadas
considerando &, =&,  possuem  alguma

ductilidade, ja que os estribos, sempre existentes,
conferem certo grau de confinamento ao concreto,
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aumentando a ductilidade da estrutura. Além disso,
sempre existem armaduras de compressdo, mesmo
que elas sejam armaduras construtivas, o que faz
com que a linha neutra suba, afastando-se um
pouco do dominio 4.

Entretanto, com o uso atual de concretos cada
vez mais resistentes, torna-se necessario um maior
cuidado com o tipo de ruptura das vigas, devendo-
se impor restricdes mais severas para a
profundidade da linha neutra. A condicdo
balanceada, que funcionava bem como um limite
entre ruptura ddctil e ruptura fragil para concretos
de baixa resisténcia, deve ser evitada para 0s
concretos de elevada resisténcia utilizados
atualmente.

3. DIMENSIONAMENTO COM ENFASE NA
DUCTILIDADE ESTRUTURAL

Conforme sera demonstrado ao longo deste
trabalho, para se obter uma ruptura dactil das
pecas fletidas, como as vigas e as lajes, &
necessario que a profundidade da linha neutra &
seja bem menor que a profundidade balanceada
&,, dada na equacao (8). Desse modo, o valor de

Xiim (e de &) deve ser reduzido, para que se
tenha uma ruptura distante do dominio 4, como €
indicado na fig. 6. Assim, a parte final do dominio
3 deve ser evitada, para garantir que o aco tenha
uma deformacdo significativamente maior que a
deformagdo de escoamento de calculo & .

A profundidade limite da linha neutra, &,
varia conforme a norma de projeto, mas ha
unanimidade em que &);,, deve ser bem menor que
&,. Em geral, os valores atuais de &, dependem
da resisténcia a compressdo caracteristica do
concreto, f, e do coeficiente de redistribuicéo de
momentos, £, adotado na analise estrutural.

O coeficiente g € definido como a raz&o entre

0 momento reduzido, utilizado para o
dimensionamento da se¢do onde se forma a rétula
plastica, e 0 momento obtido na andlise elastica
linear (ver volume 2 de [1]). Quando se realiza a
analise elastica linear sem redistribuicdo de
momentos, S =1.

Adotando-se, por exemplo, um valor de
£ =090 para as secOes dos apoios internos de
uma viga continua, significa que 0os momentos
elasticos nessas secOes serdo reduzidos em 10%.

Evidentemente, nessa analise linear com
redistribuicdo de esforcos, é necessario fazer as
devidas correcBes nos momentos positivos das
secdes dos vaos da viga.

A seguir, apresentam-se os valores de &
adotados atualmente por algumas normas de
projeto.

3.1. Critério do CEB

Segundo o CEB/90[4], se for utilizado o recurso
da redistribuicdo dos esforcos, € necessario que as
secOes onde se formam as rétulas plasticas
(normalmente as secOes dos apoios internos das
vigas continuas) apresentem maior ductilidade.
Para essas sec¢des, devem-se adotar

Eiim = 0,84 -0,35, se fy <35MPa (9)
Eim =088-0,45,se fy >35MPa  (10)

onde S <1 é o coeficiente de redistribuicdo, como
definido anteriormente.

A equacdo (10) é recomendada até um valor de
fo 1gual a 60 MPa.

O CEB/90 impde a restricdo £ >0,75 para
vigas continuas e porticos indeslocaveis, ou seja,
sO é permitida uma redistribuicdo maxima de 25%
dos momentos negativos sobre 0s apoios internos
das vigas. Nos porticos deslocaveis, limita-se
£>0,90.

Se for feita analise linear sem redistribuicéo,
S =1. Neste caso, as equacges (9) e (10) fornecem

0s seguintes valores de & :
&jim = 0,45, se fy <35MPa (11)
Elim = 0,35, se f,, >35MPa (12)

Observa-se que esses valores de &);,, sdo bem
menores que os valores de &, adotados

anteriormente.
Esses mesmos valores de &, Vém sendo

sugeridos pelo CEB, desde sua edi¢do de 1978 [3].

Quando é feita a redistribuicdo de esforgos,
reduzindo-se 0s momentos negativos sobre 0s
apoios das vigas continuas e aumentando-se 0s
momentos positivos nos vaos, empregam-se as



6 Teoria e Pratica na Engenharia Civil, n.14, p.1-13, Outubro, 2009

equacOes (11) e (12) para as segdes com momentos
positivos.

3.2. Critério da NBR-6118

A NBR-6118[2] adotou integralmente a
formulacdo do CEB, dada nas equagdes (9) e (10),
quando for feita redistribuicdo de esforcos.

Além disso, segundo a NBR-6118, nas regides
de apoio das vigas ou de ligacbes com outros
elementos estruturais, quando ndo forem feitas
redistribuicbes de esforgos, devem-se adotar 0s
limites

Siim =050, se fo, <35MPa (13)
&jim =0,40, se fy, >35MPa (14)

Observa-se que a NBR-6118 ¢ mais tolerante
que o CEB, nos casos em que ndo sdo feitas
redistribuicbes de esforgos. Por outro lado, ao
proceder dessa forma, cria-se uma descontinuidade
na formulacdo, ja que as equactes (9) e (10) nao
coincidem com as equacOes (13) e (14), quando
p=1.

Além disso, o texto da NBR-6118 ndo é claro
quanto ao procedimento a ser adotado para as
secOes de momentos positivos, situadas nos vaos
das vigas. Com isso, pode-se subentender que a
norma esta permitindo adotar &y, =&, nesses

casos.
3.3. Critério do EC2

O EC2[6] apresenta os seguintes valores para a
profundidade limite da linha neutra:

Eim =088 -0,35,se fy <50MPa  (15)

Eim :%(O,Sﬂ—0,432), se fy >50MPa (16)
onde k =0,6+0,0014/¢, é um coeficiente que
depende da deformagéo de ruptura &, do concreto.

Considerando g =1 e o valor ¢, =0,0030,
valido para um concreto com fy =50MPa,
obtém-se

é:“m =0,45, se ka <50 MPa a7

&iim = 0,35, se fy >50MPa (18)

Comparando as equacdes (17) e (18) com as
equacOes (11) e (12), constata-se que o critério do
EC2 ¢é analogo ao critério do CEB/90, exceto em
relacdo aos limites de resisténcia do concreto.
Neste caso, o EC2 tolera um valor maior de &,

para concretos das classes C40 a C50.
3.4. Critérios de outras normas

A norma australiana AS 3600[9] adota a
expressao

B =0,70+0,75&, > 0,85 (19)

independentemente do valor de f .
Adotando S =1, resulta &;,, =0,40.

A norma alema DIN 1045 de 2001[5] adotava
as mesmas expressdes (17) e (18) para o caso de
analise linear sem redistribuicdo de esforcos.

Atualmente, a DIN 1045 e o codigo britanico
BS 8110[10] passaram a adotar o EC2 como a
norma europeia oficial.

O ACI[7] limita a taxa de armadura em 0,75 e
0,50 da taxa obtida na condicdo balanceada, para
0s casos usuais (sem redistribuicdo de esforgos) e
para 0s casos de redistribuicdo de esforcos,
respectivamente. Uma vez que a area de ago é
diretamente proporcional a profundidade da linha
neutra (ver equacao (5)), esse critério é equivalente
aos seguintes limites para a profundidade da linha
neutra:

Eiim = 0,75&, , sem redistribuicdo de esforcos;

Eiim = 0,50&, , com redistribuigéo de esforgos.

Adotando o valor &, =0,617, correspondente
ao aco CA-50, resultam os valores limites:

Eiim = 0,46, sem redistribuicdo de esforgos;
&iim = 0,30, com redistribui¢do de esforcgos.

Da analise de todas essas normas de projeto,
constata-se que ndo se permite mais a realizacdo
do dimensionamento com armadura simples até a
fronteira entre os dominios 3 e 4 (condicdo
balanceada). Para garantir adequada ductilidade
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estrutural, especialmente nas vigas, € necessario
adotar um valor reduzido para ¢&,. ESssa

profundidade limite da linha neutra varia conforme
a norma de projeto, mas oscila entre 0,35 e 0,45,
dependendo da resisténcia a compressdo do
concreto.

4. ANALISE NAO LINEAR DE SECOES DE
CONCRETO ARMADO SOB FLEXAO
SIMPLES

Para fazer uma avaliagdo da ductilidade de
vigas e lajes, é necessario determinar as relacdes
momento fletor-curvatura das secdes de concreto
armado. Essas relagOes devem ser determinadas,
considerando-se a ndo linearidade fisica,
decorrente do comportamento mecanico dos
materiais e da fissuracdo do concreto. Uma vez
gue o interesse é quanto ao comportamento da
estrutura no estado limite Ultimo, despreza-se a
resisténcia a tracdo do concreto.

Para o aco, adota-se o diagrama tensdo-
deformagéo representado na fig. 2. Para o concreto
em compressdo, adota-se o diagrama parébola-
retangulo, representado na fig. 1, considerando-se
o valor constante &, =0,002. Entretanto, para a

deformagdo final de ruptura &,, adotam-se os
valores da tabela 2, extraidos do CEB/90.

Tabela 2 — Deformacéo de ruptura do concreto em
compresso ¢, (107%)

fok 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
(MPa)
&y 42 137133(1301(28|26]|24
0/OO

Para valores de fg intermediarios, faz-se uma

interpolacéo linear entre os valores da tabela 2. O
valor convencional &, =0,0035, adotado no

dimensionamento, corresponde a um concreto com
fog =35MPa.

Uma vez que se considera a deformacgédo de
ruptura &, variavel, devem-se adotar os dominios

modificados representados na fig. 7.

Eu
by
% X

d 2

hi z
O

- 4

~

100/00 8yd

Fig. 7 — Dominios modificados para anélise ndo
linear em flexdo simples

As profundidades relativas da linha neutra

=% /d e & =x,/d, que delimitam os
dominios 2 e 3, sdo dadas por
‘u . &y
= =— 20
sa g, +0,010 b gyt &y (20)

como se deduz da fig. 7.
Entdo, dada uma profundidade da linha neutra
£>0,se £<£&,, aruptura ocorre no dominio 2;

se &, <& <&, aruptura ocorre no dominio 3. A
possibilidade & > &, nédo e analisada, pois se trata

de sec¢do superarmada.
Na fig. 8, indicam-se as distribuicdes de
deformacg6es nos dominios 2 e 3.

u

X
X

100/00 (C_;)/d
Fig. 8 — Deformacdes nos dominios 2 e 3

As curvaturas Gltimas ou de ruptura, y,, sdo
iguais as tangentes dos éangulos 6, e 63,
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representados na fig. 8. As expressdes das
curvaturas sao as seguintes:

e Dominio 2: £ <&,

0,010 0,010
= =— 21
Au d_x d(l—f) (21)
Definindo a curvatura adimensional
k, =1000y,d , obtém-se
Ky = 10 (22)
1-¢
e Dominio 3: &, <& <&,
&y &y
=— =— 23
Xu » fd ( )
K, = 100;)5u (24)

Logo, pode-se adotar o seguinte procedimento
para a obtencdo das relagbes momento fletor-
curvatura, considerando-se diferentes valores de &

para o dimensionamento:

= escolhido um valor para &, com ¢&<¢&,,
emprega-se a equacao (5) para o célculo da area de
aco A da secdo (dimensionamento);

= calcula-se a curvatura ultima y, com o

emprego das equacgdes (21) ou (23), conforme o
caso;
= varia-se a curvatura y desde zero até o valor

ultimo y, para a obtengdo do momento fletor de
calculo My .

A obtencdo do momento fletor My,
correspondente & curvatura y, requer o emprego

de um processo iterativo para a determinagdo da
profundidade x da linha neutra.

A equacdo de equilibrio de forcas da secédo
transversal com armadura simples é dada por

()= [o.dA— Aty =0 (25)
Ac

onde a tensdo o, no concreto é obtida com o

diagrama parébola-retangulo, considerando o0s
valores de ¢, da tabela 2.

A integral dada na equacdo (25) € efetuada
numericamente,  discretizando-se a  secdo
transversal de concreto em faixas horizontais,
como no capitulo 6 do Volume 2 da ref. [1].

A raiz da fungio f(x) é obtida com o processo
iterativo da bissecante, como apresentado na
ref.[1]. Durante esse processo, para cada valor de
x (oude &=x/d)edacurvatura y, calculam-se
as deformacgdes no centro das diversas faixas de
concreto. A deformacdo em uma fibra situada a
uma distancia y da borda comprimida da secédo é
dada por &, = y(x—y). Com esse valor de &,
determina-se a tensdo de compressdo o, no centro

da faixa de concreto. Desse modo, a integral é
repassada por uma série finita.

O processo da bissecante é empregado para
variar a profundidade da linha neutra até que a
equacdo (25) seja atendida, a menos de uma
tolerancia.

Obtida a profundidade da linha neutra, calcula-
se 0 momento fletor solicitante

Mg = [og(d - y)dA (26)
A

onde a integragdo numérica é feita com 0 mesmo
algoritmo.

Esse procedimento €é empregado até a
ocorréncia da ruptura da se¢do, quando a curvatura

e x=1u-
Em vez de plotar os diagramas Mgy -y,

podem-se plotar os diagramas adimensionais
u—x, onde u é calculado com o emprego da

equacgdo (6), apos a obtencdo de M, atraves da
equacdo (26). A curvatura adimensional &
x =10004d .

Na fig. 9, apresentam-se as relagdes u—x
obtidas para um concreto com fy =35MPa e aco

CA-50. Cada curva corresponde a uma secao
retangular com &rea de a¢o calculada a partir de &,

com o emprego da equacdo (5).
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foc = 35 MPa

1 £=0,617

£=0,50

= 0.30— €=0,45

o T £=0,40
-c 1
‘N 0254

=) . £=0,30

L 0.20

2 ] =0,20

$ 015+ 520,

g 4

= 0107 £=0,10

00T T T 1T T T T "1
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 140
Curvatura adimensional ¥

Fig. 9 — Relagbes momento-curvatura para
concreto com fck=35 MPa

Da fig. 9 observa-se que a condicdo balanceada,
£=0,617, leva a uma ruptura fragil. O

dimensionamento realizado com & =0,45 leva a
um comportamento ductil, ja que o diagrama
momento fletor-curvatura exibe um razoavel
patamar ap0s 0 escoamento da armadura.

Na fig. 10 apresentam-se as relacbes u—x
obtidas para um concreto com f, =60MPa e ago

CA-50.

£=0,563 f..= 60 MPa
0.30—

g' 0.25— 0'43 -

S ] :

N £=0,30

3 020

e .

2 0154 0,20

c

g -

S o104

s 1 0,10
0.05—
OOC I T I T I T I T I L] I L] I T I

00 20 40 60 80 100 120 140
Curvatura adimensional ¥

Fig. 10 — Relagbes momento—curvatura para
concreto com fck=60 MPa

Da fig. 10 observa-se que a condicdo
balanceada, neste caso & =0,563, leva a uma

ruptura fragil. O dimensionamento realizado com

& =0,35 leva a um comportamento ductil, pois o

diagrama momento fletor-curvatura exibe um
razoavel patamar ap0s o escoamento da armadura.

5. A CAPACIDADE DE ROTACAO
PLASTICA

Na fig. 11, apresenta-se um grafico momento
fletor-curvatura, onde se identificam o ponto de
escoamento da armadura tracionada e o ponto de
ruptura da secdo transversal.

escoamento
M4 do aco ruptura
Mud e | _
Myg - - - |
' |
' |
! |
| |
' |
' |
. Xp |
) |
| | -
| . »
Ay Xy

Fig. 11 — Relagdo momento fletor-curvatura em
flex&o simples

O momento de escoamento de célculo da se¢do
transversal € M4 e a curvatura correspondente €

Xy~ O momento de ruptura de calculo € M4 e a

curvatura de ruptura € y, . Conforme se observa

nas figuras 9 e 10, os diagramas momento-
curvatura sdo aproximadamente horizontais ap6s o
escoamento da armadura. Em geral, M, &

inferior a 1,05M 4 , aproximadamente.
A curvatura plastica y, € definida como
Xp = Xu — Xy- Essa curvatura € determinada com

a andlise ndo linear descrita anteriormente,
bastando identificar os pontos de escoamento e de
ruptura da secdo transversal.

A curvatura y, € uma medida indireta da

capacidade de rotacdo plastica da secdo
transversal. Quanto maior for o valor de y,,

maior sera a capacidade de redistribuicdo de
esforcos apds o escoamento da armadura.

Na fig. 12, apresentam-se os diagramas de
momentos fletores para uma viga biengastada,
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submetida a uma carga concentrada no meio do
vao.

no surgimento das rotulas plasticas

na ruptura

Fig. 12 — Redistribuicdo de momentos em vigas

Ao crescer a carga aplicada sobre a viga, ha um
aumento dos momentos fletores em todas as se¢oes
transversais.  Inicialmente, o diagrama de
momentos fletores acompanha o diagrama eldstico,
obtido a partir de uma analise elastica linear da
viga.

Supondo que o escoamento da armadura ocorra
primeiramente nas se¢Oes dos engastes, chega-se
ao diagrama de momentos representado em
vermelho na fig. 12. O momento fletor nas secdes
dos engastes € M 4. Se essas secOes possuem um

comportamento ddctil, elas sdo capazes de sofrer
grandes deformacdes, mesmo que 0 momento
fletor solicitante nas mesmas sofra acréscimos
muito pequenos. Se 0 momento de ruina de célculo
M,q for igual ao momento de escoamento da

armadura M4, 0s momentos nas secdes dos

engastes permanecem constantes, mesmo que elas
continuem se deformando. Por isso, se diz que
surgiram rotulas plésticas nas se¢des dos engastes.

Apb6s o surgimento das rdtulas plasticas nas
secdes dos engastes, ocorre uma redistribuicdo dos
momentos fletores para a secdo central da viga.
Evidentemente, € necessario que a sec¢do central
seja capaz de resistir a esses acréscimos de
momento.

Continuando a crescer a carga, a ruina sera
alcancada quando o diagrama de momentos
fletores for aquele representado em azul na fig. 12.

Toda essa redistribuicdo de esforgos depende da
capacidade de acomodacdo plastica das secdes
onde se formam as roétulas plasticas. Essa
capacidade serd tanto maior, quanto maior for a
curvatura plastica y,. Se y, =0, como ocorre

quando o dimensionamento é feito para a condicdo
balanceada, ndo havera redistribuicdo de esforcos,
pois as sec¢des dos engastes sofrem ruptura brusca.
Neste caso, a estrutura ndo possuira reservas de
seguranca, mesmo que se aumente a armadura
positiva do vdo. Evidentemente, essa é uma
situacdo indesejada, j& que uma das grandes
vantagens do concreto armado € a facilidade de
construcdo de estruturas hiperestaticas que
possuam reservas de seguranca.

Na fig. 13, apresentam-se as variacbes da
curvatura plastica adimensional x, =1000y,d

em funcdo da profundidade da linha neutra ¢&
adotada no dimensionamento.
11.00

10.00—

9.00-

8.00—

7.00-

6.00—
4 f4«=80 MPa
5.00

fa=35 MPa

fa=20 MPa

4,00 Kp= 3,5

3.00-

Curvatura plastica «p

2.00—

1.00—

=TT T T T T 1
000 010 020 030 040 050 060 070
Profundidade da linha neutra &
adotada no dimensionamento

Fig. 13 — Curvatura plastica em funcédo da
profundidade da linha neutra

Observa-se que os valores £ =0,45 e ¢£=0,35

fornecem, aproximadamente, o mesmo valor de
kK, para concretos com fy =35MPa e

foc =60MPa. Logo, as sec¢Oes dimensionadas
com esses valores limites de profundidade da linha
neutra apresentardo a mesma capacidade de
acomodacdo plastica.

Conclui-se que os valores &, =0,45, para

foc <35MPa, e &, =0,35, para fy > 35MPa,
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adotados pelo CEB/90, séo suficientes para
garantir uma ruptura ductil em todas as faixas de
resisténcia consideradas.

6. O AVISO PREVIO DA RUPTURA

Em geral, uma estrutura de concreto armado
emite um aviso prévio da ruptura atraves de uma
fissuracdo acentuada. Ao se constatar o surgimento
de fissuras com aberturas visiveis a olho nu, com
aberturas crescentes, devem-se providenciar o
escoramento e o reparo da estrutura. Esse é o tipo
ideal de ruptura que se procura obter para as pecas
fletidas, como as lajes e as vigas.

Na fig. 14, apresenta-se 0 panorama de
fissuracdo de uma viga sob flexdo pura, apds o
surgimento da rotula plastica na secdo critica.
Observa-se que as fissuras sdo, aproximadamente,
perpendiculares ao eixo da viga, devido a auséncia
de esforco cortante.

LASTSTUFE NR. 19
Fig. 14 — Fissuras de flexdo (extraido de [12])

Na fig. 15, apresenta-se 0 panorama de
fissuracdo de uma viga em uma regido com esforcgo
cortante ndo nulo. Observa-se que, neste caso, as
fissuras sdo inclinadas.

e e

= P P

S L -

o il e

LASTSTURE R 22 | AD
Fig. 15 — Fissuras de cisalhamento
(extraido de [12])

Neste trabalho, emprega-se o0 modelo do
CEB/90[4] para estimar a abertura das fissuras em
flexdo simples, no instante da ruptura da peca.
Para isto, é necessario determinar a deformacéo &

e a tensdo oy na armadura tracionada,
correspondentes a curvatura de ruina y,. Isto é

feito através da analise ndo linear apresentada na
secdo 4.

Conforme se observa pela fig. 8, a deformacao
na armadura no momento da ruina € dada por

& = zu(d—x) (27)

onde x é a profundidade da linha neutra obtida
iterativamente com o processo da bissecante.
A partir de g4, determina-se a tensdo o na

armadura tracionada.
Assim, escolhendo um valor para &, calcula-se

a area de aco A; com o emprego da equacéo (5),
realiza-se a analise ndo linear apresentada na secao
4 e, ao final dessa analise, tem-se determinados &,
e os.

O CEB/90 apresenta duas expressdes para a
abertura das fissuras w , dependendo da relagéo
entre a tenséo o e uma tensdo de referéncia o, .

Os detalhes da formulacdo pode ser obtidos no
Volume 2 da ref. [1].
A tensdo o, é dada por

1+n
Oso = [ Pse J fet (28)
Pse

onde n ¢ a relagdo entre 0 modulo de elasticidade
do aco e o modulo secante do concreto, f, é a

resisténcia média a tragdo do concreto e pg, € a
taxa efetiva da armadura tracionada.

A taxa efetiva pg, € dada por pg = A /A,
sendo A, uma area efetiva que depende da

profundidade x da linha neutra. Nessa
determinacdo, considera-se o valor de x obtido na
anélise ndo linear, no instante da ruptura da secdo
transversal.
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Se o <oy, tem-se

Wk Oy 1
— = - 29
¢ 2Tpy, (1"' NPse ](gsm gcm) @9

onde foi desconsiderada a influéncia da retracdo do
concreto.
Se o, > o, , a abertura das fissuras é dada por

Wy 1
—S=—(&gn — ¢ 30
¢ 3,6,053( sm cm) ( )
Nas expressdes (29) e (30), ¢ representa o
didmetro das barras da armadura. Os demais
termos podem ser obtidos em [1,4].
O termo &g, — &cm € dado por

€sm —&cm = &5 _ﬂ—Ct(1+ npse) (31)

PseEs

Observa-se que, na equagdo (31), nao foi
empregada a relagéo linear ¢, = o5 /Eg como no
Volume 2 da ref. [1], pois essa relacdo ndo é valida
na ruptura. Logo, 0 termo &g, —é&cy, deve ser
calculado considerando-se a deformagdo &; na
armadura, obtida através da analise néo linear.

Na fig. 16, apresentam-se as variacdes de w; /¢
em funcédo de f , para trés valores de & adotados

no dimensionamento da secédo transversal.
0.08—

0.07-

& é o valor adotado no
dimensionamento

0.06

0.05

0.04-

0.03—
1S
0.02—

0.01

Wi/$=0.015

Abertura das fissuras na ruptura (w/¢)

0.0C||||'|||||'|||||I|
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Resisténcia do concreto fy (MPa)

Fig. 16 — Abertura das fissuras na ruptura em
funcéo de fx e de &

Como se observa na fig. 16, a abertura das
fissuras, no momento da ruptura, diminui com o
aumento da resisténcia a compressdo do concreto,
bem como com o aumento do valor de £ adotado
no dimensionamento. Assim, para que se tenham
fissuras com aberturas visiveis, instantes antes da
ruptura, é necessario reduzir o valor de £ adotado
no dimensionamento. Esse valor limite da
profundidade da linha neutra deve ser fungéo de
fox -

Considerando uma abertura de fissura
w, =0,015¢4, obtém-se fy =35MPa, para

& =0,45. Esse mesmo valor de w, é obtido para
um concreto com f., = 60MPa, quando é adotado

£ =0,35 no dimensionamento das armaduras.

Admitindo que as barras de aco tenham um
diametro ¢=20mm, a abertura de fissuras

w, =0,015¢4 corresponde a w, =0,3mm. Essa

abertura de fissura é perfeitamente visivel a olho
nu, 0 que permite que se tenha um aviso prévio da
ruptura.

Na fig. 17, apresenta-se uma imagem de uma
fissura com abertura de 0,2 mm, extraida de [13].
Observa-se que a fissura pode ser vista com
nitidez.

*k"'i- T
.‘.
. % *
T
..'.‘1 I ll.ﬁi ﬂ‘t‘n u 04“ D = D G;[I\ 2 D'EE

Fig. 17 — Abertura de fissura de 0,2 mm em peca
de concreto

Como se observa, os valores de &

recomendados pelo CEB garantem que as fissuras
apresentem  aberturas  bem  visiveis  nas
proximidades da ruptura. Esse comportamento é
sempre desejavel, pois ele indica 0 aviso prévio da
ruina.
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7. CONCLUSOES

Neste trabalho foi feita uma analise da
ductilidade estrutural obtida no projeto de pecas de
concreto armado sob flexdo simples, como as lajes
e as vigas. A ductilidade foi relacionada com a
capacidade de acomodacdo plastica da estrutura e
com 0 aviso prévio da ruptura, caracterizado por
uma fissuragdo excessiva.

Os resultados obtidos mostraram que a
ductilidade diminui com o aumento da resisténcia
caracteristica a compressdo do concreto. Ela
também diminui com o aumento da profundidade
da linha neutra adotada no dimensionamento a
flex&o simples.

Em relagdo a esse ultimo aspecto, fica claro
que, para se obter um comportamento dictil em
flexdo simples, ndo se pode dimensionar as se¢des
considerando todo o dominio 3. A condicdo
balanceada, no limite entre os dominios 2 e 3,
fornece uma ruptura fragil e deve ser evitada.

Desse  modo, recomenda-se que O
dimensionamento seja feito empregando-se o
critério do CEB. Para isto, adotam-se os valores de
&im dados nas equacdes (9) a (12). Com o valor

de &im, calcula-se 0 momento limite ;,,, como

na ref. [1], para saber se o dimensionamento sera
feito com armadura simples ou com armadura
dupla.

Essas alteracdes ja foram introduzidas na
segunda edicdo do livro Projeto Estrutural de
Edificios de Concreto Armado[14], lancada
recentemente. Elas também serdo introduzidas na
proxima edicdo de Curso de Concreto Armado [1].
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