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RESUMO: A fissuragdo do concreto € caracterizada pelo crescimento de microfissuras e a juncdo destas
em macrofissuras, que permanecem descontinuas durante um periodo, permitindo a transferéncia de
esfor¢os. No concreto simples, devido a este comportamento, as deformagdes tendem a se localizar em
uma pequena banda da estrutura. No concreto armado, a aderéncia entre a armadura e o concreto adjacente
possibilita a transmissdo da tensdo do concreto para o aco e vice-versa, fazendo com que as fissuras se
distribuam ao longo da peg¢a e que o concreto entre fissuras permanega com capacidade de absorver
solicitagdo. O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um modelo de fissura incorporada, com a inclusdo dos
efeitos de flexdo e cisalhamento, capaz de simular o comportamento pds-fissuracdo de vigas de concreto
armado. Por fim, as previsdes numéricas obtidas sdo comparadas com resultados experimentais com o
objetivo de comprovar a eficacia do modelo proposto.

ABSTRACT: The concrete cracking is characterized by the growth of microcracks and their linking in
macrocracks that remain discontinue during a period, allowing tension transfer. In plain concrete, due to
this behavior, a strain localization in a small band of the structure takes place. In reinforced concrete, the
adherence between the reinforcment and the adjacent concrete enables the stress transfer between both
materials, resulting a smeared cracking along the member and allowing that the concrete between cracks
remains capable to resist loads. The objective of this this paper is to present an embedded crack model,
with the inclusion of the shearing and bending effects, capable of simulate the post-cracking behavior of
reinforced concrete beams. To verify the performance of the proposed model, the numerical results
obtained are compared with experimental results.

1. INTRODUCAO

O processo de evolugdo da fissuragdo em
estruturas de concreto, apds a aplicacao da carga, ¢
caracterizado pelo crescimento de microfissuras
através da argamassa e a jungdo destas em
macrofissuras, que permanecem descontinuas
durante um periodo, permitindo a transferéncia de
esfor¢os. Este processo de evolugdo da fissuracao
faz com que o concreto ndo rompa quando a tensao
maxima ¢ alcancada, mas sim que ele sofra um
decréscimo gradual de tensdo com o aumento de
deformacao, chamado amolecimento.

No concreto simples, devido a este
comportamento de amolecimento, as deformagdes

tendem a se localizar em uma pequena parte da
estrutura, denominada banda de fissuracao.

No concreto armado, a aderéncia entre as barras
de ago da armadura e o concreto adjacente
possibilita a transmissdo da tensdo de tracdo do
concreto para a armadura e vice-versa, fazendo
com que as fissuras se distribuam ao longo da
estrutura. O concreto entre fissuras permanece com
uma significativa capacidade de absorver
solicitacdo, acarretando uma resposta mais rigida
do que a do comportamento fragil. Este fenomeno
¢ conhecido na literatura como “tension-
stiffening”.  Portanto, na determinagcdo do
comportamento em tracdo do concreto armado
fissurado, deve-se considerar a contribuicao das
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rigidezes da armadura e do concreto, tanto na
fissura como na regido entre fissuras.

Devido a natureza localizada, a correta
modelagem da fissura via Método dos Elementos
Finitos ¢ um tdépico dificil, pois trata da
descontinuidade no campo dos deslocamentos. Em
estruturas de concreto armado, esta dificuldade
aumenta devido ao fato de que se deve simular,
além dos comportamentos do concreto e do ago, o
complexo comportamento da interacao entre eles.

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um
modelo de fissura incorporada, com a inclusdo dos
efeitos de flexdo e cisalhamento, capaz de simular
numericamente o comportamento pds-fissuragao
de vigas de concreto armado.

O modelo de fissura incorporada para concreto
armado empregado neste trabalho, proposto por
d’Avila [1], ¢ baseado no modelo para concreto
simples de Dvorkin et al. [2,3]. Estes modelos se
baseiam no conceito de descontinuidades
incorporadas dentro de elementos finitos padrao.

Para representar o comportamento do concreto
intacto, utiliza-se o modelo constitutivo de Ottosen
[8,9]. O comportamento do material fissurado ¢
representado através do modelo de transferéncia de
tensao por aderéncia de Russo et al. [10,11]. O
aparecimento da primeira fissura ocorre quando a
tensdo de tracdo no concreto supera o valor da
resisténcia a tracdo. A formagao de novas fissuras,
até que uma configuragdo final seja estabelecida,
estd associada ao fato de se ter espago suficiente
para transferir tensdo por aderéncia entre os
materiais.

J& para representar as barras de aco da
armadura, emprega-se o modelo incorporado
desenvolvido por Elwi e Hrudey [5]. O modelo
constitutivo adotado para a armadura ¢ do tipo
elasto-plastico com endurecimento.

2. MODELO DE TRANSFERENCIA DE
TENSAO POR ADERENCIA

A seguir, ¢ feita uma descrigao geral do modelo
de transferéncia de tensdo por aderéncia
empregado neste trabalho, ref. [10,11].

Um escorregamento relativo entre a armadura e
o concreto adjacente ocorre quando as
deformagdes dos dois materiais tém valores
diferenciados. O escorregamento estd associado a
degradagdo do vinculo entre os materiais € ao
aparecimento de fissuras no entorno das barras de
aco. Basicamente, estas fissuras sao devidas a

tensdo de tragdo proveniente da transferéncia de
tensdes do ago para o concreto através da
aderéncia. Para que o concreto fissure em uma
certa secdo, sua tensdo deve ser igual a resisténcia
a tracdo do concreto, fazendo com que,
conseqiientemente, a deformagdo de fissuracao do
concreto, &, seja atingida. Novas distribui¢des de
tensdo e deformacdo no concreto € no ago vao
acontecer apds a fissuragdo. Assim, o estudo do
fendmeno da fissuracdo deve ser baseado na
analise da distribui¢do das deformacgdes ao longo
da peca de concreto armado.

Antes de prosseguir, cabe fazer alguns
comentarios a respeito da formulacdo empregada.
O problema que se estd querendo resolver nao
pode ser resolvido de forma explicita para todas as
situagdes. Para os casos que ndo existe solucao
explicita, o problema deve ser resolvido através de
um processo iterativo, chegando-se a determinadas
situagdes para as quais nao existe solu¢do. Assim,
segundo FIB [6], ¢ recomendavel que se faga uma
avaliacdo  qualitativa prévia da  possivel
distribuicdo de deformagdes e escorregamento
relativo ao longo do elemento antes de tentar
resolver o problema. Em particular, a existéncia de
um ponto ou regido onde o escorregamento S € sua
derivada sdo nulos (s = s' = 0) permite o uso de
uma expressdo explicita na solugdo do problema,
j& que nesta regido as deformacdes no ago e no
concreto apresentam o mesmo valor. Assim,
fazendo esta avaliacdo prévia, ¢ possivel saber
qual fun¢do ou conjunto de fungdes que deve ser
utilizado em cada situagao.

Considerando um trecho da peca entre duas
fissuras consecutivas, de comprimento L, ver Fig.
1, dois comportamentos sao possiveis, diretamente
relacionados com o valor da carga externa e o
comprimento da peca:

a) comportamento de peca longa, Fig. 1(a):
caracterizado pela existéncia de uma regido
onde ndo existe escorregamento relativo entre
0 aco e o concreto adjacente (S = 0 entre R e
S), e onde os dois materiais possuem a mesma
deformacao (& = & entre R ¢ S);

b) comportamento de peca curta, Fig. 1(b):
caracterizado pelo fato de o aco e o concreto
apresentarem deformagdes diferentes (& > &)
ao longo de todo o comprimento e o
escorregamento relativo entre os materiais ¢
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zero apenas no centro do trecho devido a
simetria (S = 0 somente em S).
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Figura 1 - Distribuicao do escorregamento e das
deformagdes no concreto € no ago.

A seguir, analisar-se-a a fissuragcdo progressiva
de um trecho entre fissuras adjacentes inicialmente
nao fissurado.

Para valores muito baixos de carga e,
conseqlientemente, de deformacgdo na extremidade
fissurada, o escorregamento relativo se anula antes
do eixo de simetria. O trecho ainda ndo fissurou, e
&r < &, sendo &g o valor de & no ponto R da Fig.
I(a) coms' =0 e & = &max-

Qualquer incremento de carga desloca o ponto
R em dire¢do ao eixo de simetria ¢ &g aumenta,
podendo produzir duas respostas diferentes na

pega:

a) pode ocorrer que a deformacdo no concreto
alcance o valor de fissuragdo no ponto R com Xg <
L/2. Neste caso, XR = Xrcrack, S€NdO Xrcrack O
comprimento requerido para satisfazer a condi¢ao
de igualdade entre as deformacgodes, dado por

1-a
1+

__2 (&) (L)
_1—(1, ( & }Sct(zyJ (1)

onde ¢ = (Es Ay / (Ec Ac). Ec e Es sdo,
respectivamente, os modulos de elasticidade do
concreto e do ago. As ¢ area de ago e Ac ¢ area de

X Rerack

concreto da sec¢do transversal envolvida na
transferéncia de tensdo. y e « sdo parametros que
levam em consideragdo o tipo de relagdo tensédo de
aderéncia x escorregamento empregada (ver
Ref.[1]).
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Figura 2: Fissuragdo em uma pega longa.

As primeiras fissuras primarias se formam e a
peca ¢ subdividida em "m" partes, conforme Fig. 2.
O comprimento L, de cada uma das partes deve
estar entre Xrcrack € 2XRerack, Sendo 0 comprimento
médio igual a L/m. Este caso pode ser definido
como a fissuracdo de uma peca longa;

b) por outro lado, pode acontecer que o ponto R
alcance o eixo de simetria com a deformacao do
concreto permanecendo menor que & Para
fissurar a peca, uma carga ainda maior deve ser
aplicada. Com o incremento da carga, a
deformacdo do concreto vai aumentar, mas seu
valor maximo, &max, continuara acontecendo no
centro do trecho ja que o valor de Xg ndo pode ir
além de L/2 devido a simetria. Conseqiientemente,
a primeira fissura primaria aparecerd, na se¢ao de
simetria, quando &max alcancgar o valor & Assim,
na fissuracdo a pega ¢ dividida em duas partes
iguais, de dimensdo L/2, Fig. 3. Este caso ¢
definido como fissuracdo de uma pega curta.
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Figura 3: Fissuracdo em uma pega curta.

A condi¢do que garante que a fissuragdo da
peca ira acontecer antes que Xg alcance o eixo de
simetria, ou seja, que a peca funcionara como pega
longa € Xperack < L/2. Caso contrario, ou seja,
Xrerack > L/2, a peca funcionara como pega curta
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desde a primeira fissura, o que gera apenas uma
fissura na se¢ao de simetria.

As equagdes (2) e (3) mostram, de forma
implicita, o escorregamento S como fungdo de X

1 & (- ¥ k )
X=B-—— = — 2
J2C kz_:;( K j(Cj 1+k(1+a) @

1
I+a

C

/4

para 0 < s <

v

para

onde B e C sdo constantes de integragdo que
dependem das condi¢des de contorno.

No caso do comportamento de pega longa
(Fig.1(a)), a constante de integracdo C ¢ nula e o
escorregamento S como fun¢do de X pode ser
escrito de forma explicita

s=[(-a)2ze-B"™ @

Finalmente, as deformacdes no aco e no
concreto em funcdo do escorregamento sdo dadas
por

e, ++2(ys" +0)
&= 1+§ )

e, - Ey2(ys" +0)
G = 1+& ©)

onde &p ¢ a deformagdo no aco na extremidade
fissurada.

Depois da formacdo da primeira geracdo de
fissuras, uma segunda geragcdo de fissuras pode
ocorrer, para um nivel de carga ainda maior. O
estado de fissuragao estabilizada ¢ atingido quando
o comprimento de cada parte ndo ¢ mais suficiente
para permitir que a deformagdo do concreto atinja
o valor de fissuracao.

A diferenga entre os alongamentos do ago e do

concreto na metade da pega, ¢ igual ao
escorregamento da extremidade carregada, Sp. A
abertura da fissura ¢ dada por W = Sp; + Sp2, sendo
So1 € So2 0s escorregamentos das extremidades de
dois trechos consecutivos.

3. O MODELO DE FISSURA
INCORPORADA

Como ja& foi mencionado, o modelo
incorporado para concreto armado empregado
neste trabalho, proposto por d’Avila [1], ¢ baseado
no modelo de fissura incorporada para concreto
simples de Dvorkin et al [2,3]. Desta forma, antes
de se apresentar o modelo empregado, far-se-a
uma breve descrigdo do modelo original para o
concreto simples.

3.1 Modelo original de Dvorkin et al.

Os trés principais aspectos do modelo original
de Dvorkin et al.[2,3] s3o: 1) a localizagao de
deformacdes envolve o elemento completo como
dominio minimo - forma-se apenas uma fissura por
elemento; 2) considera-se a localizacdo de
deformagdes na forma de wuma linha de
descontinuidade de deslocamentos, que passa pelo
centro do elemento; 3) existem duas equagdes
constitutivas definindo o comportamento pos-
localizagdo do concreto simples: uma relagdo
tensdo-deslocamento  para a  linha de
descontinuidade e wuma relagdo convencional
tensao-deformacao para o resto do dominio.

O clemento finito usado ¢ o QMITC
(Quadrilateral with  Mixed Interpolation of
Tensorial Components). Trata-se de um elemento
quadrilatero bidimensional de cinco nos, ver Fig.
4(a), baseado no método de interpolacdo mista das
componentes tensoriais (ref. [4]). Este elemento
adota uma interpolacdo para os deslocamentos e
uma para as deformagdes e realiza as duas
interpolagdes em conjunto.

n
4 3
g y". Xl
5 2.0 S {i o
1 ) Vi v,
2,0
(a) (b)

Figura 4 - a) Elemento QMITC; b) Elemento com
a linha de descontinuidade.
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Na Fig. 4(b), estd representado o elemento
finito com a linha de descontinuidade de
deslocamentos - a fissura. A fissura, que passa
pelo n6 central (n6 5), divide o elemento em dois
subdominios: Vi e V.

A deformagao incremental, para qualquer ponto
em Vi ou Vy, ¢ dada por

£=B (d - ¢Re') = Bdy (7)

onde B ¢ a matriz deformacdo-deslocamento e dy €
o deslocamento associado as deformagdes (sem o
movimento de corpo rigido relativo a abertura da
fissura).

Os deslocamentos para Vi ou V; resultam,
respectivamente

d; = N(d - ¢Re') = Nd - N¢Re' (8)
d; = Nd - (N$ - )Re' = Nd - N9Re' - Re' (9)

sendo N a matriz das fung¢des de interpolacao
padrdo para um elemento isoparamétrico de 5 nos;
e' o vetor que contém as componentes no sistema
local (X', y') da abertura da fissura; R a matriz de
rotagdo do sistema de coordenadas local da
descontinuidade (X', y') para o sistema de
coordenadas do elemento; e, d o vetor
deslocamento nodal. A matriz ¢ ¢ constituida por
submatrizes ¢, que sdo dadas por ¢ =0em Vi e ¢
=lemV,.

O ponto chave deste modelo estd na
determinagdo do equilibrio interno do elemento: as
forcas transmitidas através da fissura devem estar
em equilibrio com as forcas no volume do
elemento, ou seja

st PlodS = jSL tds (10)

onde S| ¢ a superficie da linha de localizagao
(fissura). A matriz P tem a func¢do de selecionar as
componentes de tensdo no dominio do elemento
que serao transmitidas pela fissura.

As relagdes constitutivas para a fissura e para o

dominio do elemento sao definidas,
respectivamente, como
t=D"¢' (11)
c=D¢ (12)

onde D° é a matriz constitutiva elastica do material
e D ¢ a matriz constitutiva da zona fissurada.

A configuragdo final de equilibrio é obtida
efetuando-se duas etapas de iteragdes: no elemento
até que a igualdade (10) seja estabelecida; e a nivel
global.

3.2 Modelo modificado empregado

A fissuragdao em estruturas de concreto armado
¢ caracterizada pelo aparecimento de varias
fissuras espalhadas ao longo da pega. A inclusdo
da armadura causa significativas modificacdes no
processo de formacgao e crescimento das fissuras e,
conseqiientemente, na forga transmitida através
das mesmas.

Para poder representar esta situagdo, alterou-se
o modelo original de fissura incorporada
apresentado na Secdo 3.1.

As duas principais modifica¢des realizadas sdo:
incluir a contribuicdo da armadura no equilibrio
interno de forcas do elemento; e, permitir que o
modelo seja capaz de representar um numero
varidvel de fissuras em cada elemento.

A inclusdo da parcela da armadura ¢ feita
modificando-se a equagao de equilibrio interno do
elemento, equacao (10), que agora resulta

Fes + i P'odS=[ tdS +Fs  (13)

A equagao anterior pode ser posta na forma
Fgs’+ FeL = Fcr + Fs’ ou Fgr=Fcr  (14)

sendo

Fes: vetor de forcas do aco na direcdo local da

fissura no dominio do elemento, ver Fig. 5(a)

Fs': vetor de forcas do aco na fissura, ver Fig. 5(b)

FeL : vetor de for¢as no concreto na direcdo local

da fissura, no dominio do elemento

Fcr : vetor de for¢as no concreto na fissura

Fer : vetor de forgas total no dominio do elemento

Fcr: vetor de forcas total na fissura
Conhecendo-se os valores da forca total no

dominio do elemento e da for¢ca no concreto na

fissura, pode-se determinar o valor da for¢a no ago

na fissura, Fs, através das equacdes (14). Com

este valor determinado, empregando o modelo de

transferéncia de tensdo por aderéncia apresentado

anteriormente, pode-se determinar a quantidade, o

espacamento e a abertura das fissuras.
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O procedimento proposto, para quando a linha
de localizacao estiver aberta dentro do elemento e
para a i-ésima iteragdo da estrutura global, ¢
descrito a seguir.

1) Considerar a abertura da fissura , €', igual
ao valor da iteracdo global anterior.

2) Determinar, para os nds externos, o
deslocamento que causa a deformagdo no
elemento, dyg".

3) Calcular o deslocamento incremental do né
interno, dNi(k)(l).

4) Determinar as deformagdes e tensdes no
dominio do elemento usando as Eq. (7) e (12).
Considerando que as barras de armadura

somente contribuem com forgas na dire¢do de seus
eixos (Fgs(1) para a barra longitudinal e Fgs(2)
para o estribo), as forcas do aco no dominio do
elemento devem ser rotacionadas para as dire¢des
locais, Fgs’, como mostra a Fig. 5(a). As(1) e As(2)
sdo, respectivamente, as dareas da armadura
longitudinal e dos estribos.

/I\ Fis(2) = 0us(2)As(2)

M Fgs'd
o
(a) . Fes(1) = ogs(1)As(1)
N
\
/N\Fs@
B Fs’(1)
Fs’(2)
(b)
\ SF(1)

(a) dominio do elemento (b) linha de localizagao
Figura 5 — Forgas na armadura.

5) Considerar a deformacdo média no ago ao
longo do elemento, ¢ & na fissura, igual aos
Val_ores da itera_g:éo globa} anterior: &m (k)(') = &m
® ) e g ® D= g0 ) (1)

6) Calcular a tensdo na armadura no dominio do
elemento, O'Es(k)('), usando a Eq.(12).

7) Determinar as tensdes no concreto na linha de
localizagio, tg", usando a Eq. (11).

8) Calcular as forgas resultantes, no dominio do
elemento, nas dire¢des locais (X’,y’):

a) a forca no concreto, FgL () ('>, usando a parte
esquerda da Eq. (10).

b) a for¢a no acgo: FEs’(k)(') = (Oks (k)(') As)R™ R
¢ a matriz que rotaciona as componentes
cartesianas do vetor no sistema (X', '), para o
sistema de coordenadas global. '

¢) a forga total: Fer O =Fg. ® O+ Feg’ ® O
equagao (14).

9) Calcular as forgas resultantes na linha de
localizagao (fissura):

a) a forca no concreto, Fcr )
direita da Eq. (10). . .

b) a for¢a no ago: Fs’( O = Fer ® O FCR((k)').
usando a equagdo (14)

10) Calcular a deformagdo no ago na fissura: &o
w = (1 Eg) Fs " AsY, com Fs = R Fy” (ver
Fig. 5(b)).

11) Com o valor da deformagdo na armadura na
fissura, &po () ('), para cada nivel de carga, entrar
na rotina do modelo de transferéncia de tensao
por aderéncia e calcular:

a) comprimento de transferéncia, Xgerack, através
da Eq. (1).

b) a deformagdo média do ago ao longo do
elemento, &m (k)('), utilizando a Eq. (5).

c) a deformagdo média no dominio do
elemento, &m (k)('), utilizando a Eq. (6).

d) o escorregamento relativo maximo entre a
armadura e o concreto adjacente, Sp,
utilizando as Eq. (4) ou as Eq. (2) e (3).

e) Apos a solugdo do passo 11(d) ter sido
alcangada, a configuragdo final das fissuras
pode ser determinada por:

12) Calcular a distancia entre fissuras, dIs = 2xg e
a quantidade de fissuras em cada elemento, nf =
Lee / dls, conforme o comportamento de pega
curta ou longa. Lege ¢ o comprimento do
elemento normal a linha de localizagao.

13) Calcular o valor da abertura de cada fissura
usado na Eq. (11): Re' = 25y , sendo Sp o
escorregamento maximo (ver Fig.1).

14) Calcular o valor total da abertura da fissura por
elemento: ey = Re' x nf, que serd utilizado nas
Eq. (8) e (9).

15) Repetir os passos 6, 7, 8 € 9(a)

16) Calcular as forgas resultantes:

a) a forca no ago na fissura: Fs ¢
As. _

b) a forga total na linha de localizagdo: Fct (k)('
= Ferp + Fs” ", equagdo (14)

17) k =k + 1 e voltar para o passo 2.

® usando a parte

D = g0 0" Es

)

Ap6s o surgimento da fissura, todas as



Teoria e Prética na Engenharia Civil, n.9, p.17-28,Novembro, 2006 23

solicitagdes sdo determinadas apenas para o nd
central do elemento.

\ 1
‘ -
» \ A e
\ \ I
\ j \
\ -~ A \
\
\ . \

Figura 6 — Situagdes possiveis para a fissura
interceptar a armadura.

Outro aspecto importante, ¢ que o processo de
transferéncia de tensdo através da fissura deve ser
feito somente pelos elementos que possuem barras
de armadura interceptadas pela linha de
localizagdo. Todas as possiveis situagdes
indicando as posi¢oes das barras da armadura e da
linha de localizagao sao mostradas na Fig. 6.

Para os elementos mostrados nas situagdes (¢) €
(f) na Fig. 6, o passo 11 do procedimento proposto
¢ realizado para os estribos (As(2)); para os
elementos caracterizados pelas situagdes (b) e (d)
na Fig. 6, ¢ realizado para a barra longitudinal
(As(1)); e, para os elementos com ambas (estribos
e longitudinal) barras interceptadas pela fissura,
Fig. 6(a), o passo 11 do procedimento proposto €
feito somente para a barra longitudinal (As(1)).

Para os elementos sem as barras de armadura
atravessando a linha de localizagao, situagdes (¢) e
(g) na Fig. 6 e/ou elementos 2 e 3 na Fig. 7 o valor
da abertura da fissura é determinado por uma
variagdo linear em relacdo ao elemento com
armadura  proximo. Conseqiientemente,  as
aberturas de fissura para os trés elementos
fissurados mostrados na Fig. 7 sdo determinados
por: elemento 1: wuc; ¢ determinado pelo
procedimento exposto acima; elemento 2: uc, =
2/3 ucy; elemento 3: ucs = 1/3 uc;.

—f<—uc,
=l

- N W A W

— < u¢

Figura 7 — Aberturas da fissura para elementos
sem barras de armadura.

4. RESULTADOS

Para comprovar a eficacia do modelo proposto,
os resultados numéricos obtidos sdo comparados
com resultados experimentais obtidos por
Leonhardt e Walther (1962) para uma série de
quatro vigas simétricas (ET1, ET2, ET3 e ET4),
simplesmente apoiadas, carregadas verticalmente
por duas cargas concentradas. O detalhamento do
conjunto de vigas (dimensdes em centimetros) ¢
mostrado na fig. 8.
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11 35
LZO 150
- 30 30
K 5k > 0
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KN
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30 L 30 N
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]

|
4

ET3 ET4

Figura 8: Detalhamento das vigas.

As quatro vigas estudadas sdo armadas com a
mesma  quantidade de  armadura  tanto
longitudinalmente como transversalmente, mas
possuem diferentes larguras de alma.

A armadura longitudinal inferior ¢ composta
por quatro barras de 20 mm de didmetro, com
tensdo de escoamento, f; = 42.8 kN/cm?, e a
longitudinal superior consiste de duas barras de
8mm de didmetro com tensdo de escoamento, f, =
46.5 kN/cm?. Os estribos tém diametro de 6mm e
tensdo de escoamento, fy, = 32.0 kN/cm?.

As propriedades mecanicas do concreto sdo:

- coeficiente de Poisson - v =0.2
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- resisténcia a tracdo - f; = 0.233 kN/cm?
- resisténcia a compressao - f, = 2.42 kN/cm?
- modulo de elasticidade - E. = 3400 kN/cm?
- energia de fratura - Gy = 0.000487 kN/cm
Para o concreto na linha de localizagdo ¢
empregada uma lei de amolecimento linear.
Empregou-se uma malha de 20 (5x4) elementos
QMITC, na analise numérica, como esta mostrado
na fig. 9.

4 8 12 16 20 ﬂE |
3 7 11 15 19 8,75
2 6 10 14 18 8,75
1 5 9 13 17 loi
T; 5 x 30cm \
~ \

Figura 9: Discretizacdo adotada

Nas figuras 10 a 19, mostra-se uma série de
resultados obtidos para a viga ET1.

120 y
100 - %
80 - =
< 60
a
40 —o—experimental ||
20 A —=—proposto
0 —
0 2 4 6 8 10 12
d(mm)

Figura 10: Flechas obtidas experimentalmente e
pelo modelo computacional — ET1.

Na fig. 10, mostra-se a evolugdo da flecha ao
longo do carregamento, segundo os resultados
obtidos experimentalmente e através do modelo
proposto.

A variacdo da tensdo na armadura longitudinal
inferior, ao longo do carregamento, para os
elementos 5 e 17, estd representada na fig. 11.
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o —B—fissura 17
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Figura 11: Tensdo no aco x carga aplicada — ET1.

Foram plotados dois valores de tensdo para o
modelo incorporado proposto: um relativo a tensdo
no aco na fissura e o outro relativo a tensdo média
na armadura no trecho entre fissuras. Além disso,
estes valores foram plotados em dois pontos
distintos da pega: um correspondente ao elemento
17, situado na se¢do de simetria, ¢ outro relativo
ao elemento 5, proximo ao apoio da viga, ver
figura 9. Verifica-se que a tensdo no ago na fissura
¢ maior que a tensdo média na armadura no trecho
entre fissuras, para os dois elementos fissurados,
como era esperado.

Na fig. 12, estdo plotadas as curvas tenséo no
concreto para os elementos 5 e 17 x carga
aplicada. Estas curvas representam a contribuigdo
do concreto entre fissuras (“tension-stiffening")
para a rigidez global da peca. Verifica-se que a
contribuicdo do concreto entre fissuras ¢ menor
para o elemento 5. Isso ¢ comprovado pela fig. 11,
j& que a tensdo média na armadura no trecho entre
fissuras para este elemento ¢ menor do que para o
elemento 17.
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Figura 12: Curvas de tensdao no concreto x carga
aplicada — ET1.

100 120

Na fig. 13, mostra-se a evolugdo da abertura
total das fissuras (numero de fissuras x abertura de
cada fissura) ao longo do carregamento para o
elemento 17.

0.030

0.025
0.020 -
0.015

0.010
0.005

0.000

abertura total das fissuras(cm)

0 20 40 60 80 100 120

P (kN)
Figura 13: Abertura total das fissuras x carga
aplicada - ET1.

A evolu¢ao do numero total de fissuras ao
longo do carregamento para o elemento 17 estd
graficada na fig. 14. A formacdo da primeira
geracao de fissuras acontece para um nivel de
carga igual a 19 kN. A segunda geragdo de
fissuras, a configuracao final, se forma no nivel de
carga de 48KkN.

1.60

1.20
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Figura 14: Ntimero total de fissuras x carga
Aplicada — ET1.

Na fig. 15, estd representada o crescimento da
abertura de cada uma das fissuras do elemento 17
ao longo do carregamento. Verifica-se que ha uma
diminui¢do da abertura de cada fissura no instante
da formacdo da segunda geracdo de fissuras.
Contudo, a abertura total das fissuras, figura 13, ¢
sempre crescente.
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Figura 15: Abertura de uma fissura x carga
aplicada.

Na figura 16, esta plotada a curva tensio
transmitida na fissura no elemento 17 x carga
aplicada. A partir da carga de 29 kN, a fissura nao
transmite mais tensao.
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Figura 16: Tensao transmitida na fissura x carga
aplicada.

Na figura 17, comparam-se as tensdes nos
estribos, obtidas pelo modelo proposto e
experimentalmente, Ref. [7]. Os valores analisados
sdo as tensdes médias, na altura da alma, de quatro
estribos posicionados entre 38 e 71 cm a partir do
apoio.
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Figura 17: Comparacao das tensdes nos estribos,
obtidas experimentalmente e pelo modelo
proposto.

Finalmente, nas figuras 18 e 19 comparam
resultados obtidos através do modelo proposto e
experimentalmente, Ref. [7], para os valores de
abertura de fissuras, na regido compreendida entre
0 apoio e a carga concentrada.
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Figura 18: Abertura total das fissuras, obtidas
experimentalmente e pelo modelo proposto.

Na fig. 18, os valores correspondem a abertura
total de fissuras (somatdrio de todas as aberturas
de fissura), enquanto que na figura 19, analisam-se
os valores da maxima abertura de fissura. Os
valores correspondem a aberturas de fissuras na
altura da armadura tracionada.

A diferenca de valores para a maxima abertura
de fissuras, encontrada no trecho entre 30 ¢ 60kN,
na figura 19, pode ser explicada pelo fato da
quantidade de fissuras determinada pelo algoritmo

numérico para cada elemento ser menor que 1 para
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Figura 19: Aberturas méaximas de fissura, obtidas
experimentalmente e pelo modelo proposto.

J& as outras trés vigas analisadas (ET2, ET3 e
ET4), sdo consideravelmente mais esbeltas que a
viga ETI, pois apresentam larguras da alma
menores.

Devido as condicdes de geometria e
carregamento, elas apresentam um estado de
tensdes mais complexo ao longo da alma. Assim,
nesse caso, o0 modelo numérico proposto ndo foi
capaz de simular a evolucdo da flecha até a
ruptura.

Contudo, os resultados obtidos até a carga de
50kN, aproximadamente metade da carga de
ruptura das vigas, sdo coerentes com os resultados
obtidos experimentalmente, como mostram as
figuras 20 a 22.
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Figura 20: Flechas obtidas experimentalmente e
pelos modelos computacionais - ET2.
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Figura 21: Flechas obtidas experimentalmente e
pelos modelos computacionais - ET3.
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Figura 22: Flechas obtidas experimentalmente e
pelos modelos computacionais - ET4.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentou-se um modelo
computacional, baseado no método dos elementos
finitos, para simulagdo do comportamento de
fissuracdo de pecas de concreto armado
submetidas aos esforgos de corte e flexao, através
de um modelo de fissura do tipo incorporada.

Da andlise dos resultados anteriores, pode-se
afirmar que o modelo proposto ¢ capaz de simular
de forma correta o comportamento de pecas de
concreto armado fletidas, alcangando uma boa
aproximacao frente aos resultados experimentais
analisados, considerando a variabilidade inerente
ao comportamento destas estruturas. Esta
concordancia ¢ uma forma de validar o modelo.

Na andlise numérica do comportamento de
vigas isostdticas de concreto armado, o modelo
simula de forma correta ndo s6 a flecha no meio do
vao, mas também a evolu¢do da tensdo nas barras
da armadura longitudinal e transversal e da tensao
do concreto, ao longo do carregamento.

Outra constatacdo é que o modelo consegue
representar de forma correta a existéncia de mais
de uma zona de fissuracdo independente ao longo
da peca de concreto armado. Desta forma, ndo ha
limitagcdes em relacdo a malha de elementos finitos
empregada, possibilitando as barras de armadura
ocuparem qualquer posicdo dentro da malha de
elementos finitos.

O modelo também ¢é capaz de representar a
transferéncia de tensdo por aderéncia, ndo s6 em
fissuras normais ao eixo longitudinal das barras da
armadura, mas também em fissuras inclinadas,
bem como a influéncia dos estribos no processo de
fissuracao.
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